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Handzettel

7 Der zentrale Grenzwertsatz (Fortsetzung)

(Kapitel 7 in Bovier Skript)

Definition 1. Sei X eine reelle Z.V.. Dann die charakteristische Funktion von X definiert
durch

o (t)=px(t)=E[e™]=E[cos(tX)] +iE[sin(tX)].

Satz 6. Die charakteristiche Funktion einer Z.V. legt deren Verteilung eindeutig fast.
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Lemma 7. Sei X ~ (0, 0?). Dann

px(1) =exp (~1*0%/2).

Satz 8. Sei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X mit Verteilung p.

a) Dann ¥ a<b:
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b) Falls [|¢(1)|dt < oo dann y ist absolut stetig bzlg. Lebesge mit stetiger Dichte
p ) = [ e g
2 Jr ’

Beispiel. Seien X ~ /"(0,1) und Y ~ #/°(0, 1) unabhéngige Z.V.. Dann
Z=X2+Y?~Exp(l).

Zwei methoden zu dass zeigen. Diese Beobachtung liefert eine sehr gute Methode zur
Erzeugung einer GauB3schen Zufallsvariablen.

Lemma 9. (Box—Miiller Methode) Sei Z,® unab. und s.d.

Z ~Exp(1/2), ®~%2(0,2s]).
Setzen

X=Z"%in(®), Y=Z"%cos(0®)

Dann X, Y unab. sindund X ~Y ~ AN (0, 1).

Satz 10. (Transformationssatz)

a) Eindimensionale: Sei X: Q - D CR ein Z.V. mit absolut Stetiger Verteilung, px
die Dichte. Sei ¢:D — R stetig differentierbar mit ¢’ (x) +0 Yx € D. Dann ¢ (X)
hat Dichte

d
Pox) () = /)X(¢_1()’))‘d—y¢_l(y) 1,eom

b) Mehrdimensionale: Seien S, T CR", X: Q — S eine Z.V. mit absolut stetiger Ver-
teilung pux mit Dichte py. Sei w:S— T ein Diffeomorphismus C"' mit det Dy (x) #
0, Vxe€S8. Dann ist die Verteilung von y (X) absolut stetig (bzgl. Lebesgue) mit
Dichte

Pyixy(¥) = px(y~ () Idet(Dy ' ()1 1yey p)

wobei
axi

det(Dl//_](y))Zdet(T) . x=yp ().
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Satz 11. Seien X,,X,,... Z.V. mit char. Fkt. ¢y, ¢»,... Falls

limg,(t) = ¢ (1), VieR,

n—oo

)
wobei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X ist, dann lim,,_, . X, =—X.



Lemma 12. Sei ¢ € C*(R) mit ¢(0)=1, ¢’ (0) =0. Dann

lim [¢(#)]n:exp(—%¢”(0)t2), teR.

n—0o0

Satz 13. (CLT) Selen X],Xz, .. iid Z.V. mit E[X;] = p, Var(Xy) = 0% < co. Dann konvergiert

Zn— ]/2 Z(Xk I’t

in Vertezlung gegen eine N (0,1) Z.V., d.h. fiirse R,
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