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Handzettel
In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Beschränkung eines 𝜎-Algebra, Bedingte W-keiten.

Definition 1. Sei (Ω,ℱ,ℙ) ein W-raum, A,B∈ℱ zwei Ereignisse. Für B s.d. ℙ(B)>0, definieren wir

ℙ(A ∣Β)=ℙB(A)≔ ℙ(A∩B)
ℙ(B) ,

die bedingte W-keit von A gegeben B.

Satz 2. Sei B∈ℱ mit ℙ(B)>0. Dann

a) Die bedingte W-keit ℙB(⋅)=ℙ(⋅∣B) definiert ein W-maß auf (B,ℱB), wobei

ℱB =ℱ∩B≔{A∩B ∣ A∈ℱ}⊆ℱ.

b) Sei (Bn)n∈ℕ eine Folge von paarweise disjunkt Mengen in ℱ, s.d.

1. ∪n∈ℕBn =Ω

2. ℙ(Bn)>0 für alle n∈ℕ.

Dann, ∀A∈ℱ,

ℙ(A)= �
n∈ℕ

ℙ(A|Bn)ℙ(Bn).

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Heutigen Vorlesung.

Lemma 3. (Bayes'sche Formel) Seien A,B∈ℱ ℙ(A)>0, ℙ(B)>0. Dann

ℙ(A|B)=ℙ(B|A)ℙ(A)
ℙ(B) .

Definition 4. Zwei Ereignisse A,B∈ℱ mit ℙ(A)>0 und ℙ(B)>0 heißen unabhängig, falls

ℙ(A|B)=ℙ(A)⇔ℙ(A∩B)=ℙ(A)ℙ(B).

Allgemeiner, heißen n Ereignisse A1, . . . , An (mit ℙ(Ak) > 0 für k = 1, . . . , n) unabhängig, falls ∀m ⩽ n,
1⩽ i1⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ im ⩽n,

ℙ(∩k=1
m Aik)=Πk=1

m ℙ(Aik).

Definition 5. Sei (Ω,ℱ) ein Messraum, X:Ω→ℝ eine Z.V.. Definiere 𝜎(X) die kleinste unter-𝜎-Algebra
von ℱ s.d. X bzg. 𝜎(X) messbar ist. 𝜎(X) heißt die von X erzeugte 𝜎-Algebra.

Definition 6. Sei (Ω, ℱ, ℙ) ein W-raum und X1, X2 zwei Z.V. X1 und X2 heißen unabhängig, falls ∀A ∈
𝜎(X1),B∈𝜎(X2) mit ℙ(A)>0,ℙ(B)>0, gilt

ℙ(A|B)=ℙ(A).
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Lemma 7. Sei (Ω,ℱ,ℙ) ein W-raum, X1,X2 unab. Z.V. Seien g1,g2 messbare Funktionen von (ℝ,ℬ(ℝ))
nach (ℝ,ℬ(ℝ)) mit

�
Ω

|gi(Xi)|dℙ<∞, i =1,2.

Dann,

�
Ω

g1(X1)g2(X2)dℙ=��
Ω

g1(X1)dℙ���
Ω

g2(X2)dℙ�.

Definition 8. Sei (Ω,ℱ,ℙ) ein W-raum. X1,X2 Z.V. heißen unkorreliert, falls

� X1X2dℙ=� X1dℙ� X2dℙ.

Notierung.

𝔼(X)≔� Xdℙ, (Erwartungswert)

Var(X)≔𝔼[(X −𝔼(X))2], (Varianz)

Cov(X,Y)≔𝔼[(X −𝔼(X))(Y −𝔼(Y))]. (Covarianz)

⇒ X,Y Unkorreliert ⇔ Cov(X,Y)=0.

Definition 9.

•

Ω=Ω1 ×Ω2 ={𝜔=(𝜔1,𝜔2)|𝜔1∈Ω1,𝜔2 ∈Ω2}

heißt das Produktraum von Ω1 und Ω2.

• ℱ=ℱ1⊗ℱ2 ist die kleinste 𝜎-Algebra, die alle Menge der Form C = A×B, A∈ℱ1, B∈ℱ2 enthält.
ℱ=ℱ1 ⊗ℱ2 heißt die Produkt 𝜎-Algebra von ℱ1 und ℱ2.

Lemma 10. Es gilt

a) ∀C ∈ℱ1 ⊗ℱ2, x ∈Ω1, y∈Ω2 dann, Cx ∈ℱ2, Cy ∈ℱ1

b) ∀ f :Ω1×Ω2→ℝ messbar dann, ∀x ∈Ω1,y∈Ω2 fx: (Ω2,ℱ2)→ℝ, f y: (Ω1,ℱ1)→ℝ messbar sind.

Satz 11. Seien ℙ1,ℙ2 W-masse auf (Ω1,ℱ1) und (Ω2,ℱ2)

a) ∃! ℙ=ℙ1⊗ℙ2 W-masse auf (Ω,ℱ1 ⊗ℱ2) s.d.

(ℙ1 ⊗ℙ2)(A×B)=ℙ1(A)ℙ2(B) ∀A∈ℱ1,B∈ℱ2.

b) Falls C ∈ℱ1 ⊗ℱ2, dann

ℙ1 ⊗ℙ2(C)=�
Ω1

ℙ2(Cx)dℙ1(x)=�
Ω2

ℙ1(Cy)dℙ2(y).
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