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Handzettel

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Beschrinkung eines o-Algebra, Bedingte W-keiten,
Bayes'sche Formel, Unabhiingigkeit, von Z.V. erzeugten o-Algebren, Produkt o-Algebra.

Definition 1. Zwei Ereignisse A,B € ¥ heiflen unabhdngig, falls
P(AnB)=P(A)P(B).
Allgemeiner, heifien n Ereignisse Ay, ..., A, unabhdngig, falls Vm<n, 1 <i;<---<i,<n,

P(ng=iAy) == P(A,,).

Definition 2.

Q=01 xQy={w= (v, W2)|w € Q,w€ Qs}

heifit das Produktraum von Q1 und Q.

F =F\® F, ist die kleinste o-Algebra, die alle Menge der Form C=Ax B, A€ %), Be€ %, enthiilt.
F =F1 Q@ ¥, heifit die Produkt o-Algebra von %, und %,.

Lemma 3. Es gilt
a) VCEF 1@ F, xeQy, yeQydann, C,€ %), CP€F,

b) Vf:QxQy— R messbar dann, Vxe€ Q1,y € Qs i1 (Q2, F2) - R, 71 (Q1, F1) > R messbar sind.

Heutigen Vorlesung.
Satz 4. Seien Py, P, W-masse auf (Q1, F1) und (Q,, %,)
a) ! P=P,® P, W-masse auf (Q,F ® %,) s.d.
(P1®P2)(AxB)=P(A)P2(B) VAe%F,Be F,.
b) Falls C € %1 ® %5, dann

PI®Py(C)= [ | PACIdPI(0)= [ | PACAP).

Satz 5. (Fubini-Tonelli) Seien (Qy, Fi, Pr)r=12 zwei W-rdume, f >0 eine reelle messbare Funkion auf
(Q xQy, F1® F>). Dann ist

h:ixe Qi h(x):= IQ fx,y)dPs(y), F>-messbar.
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h:ye Qo g(y):= Lzlf(X,y)dPMX), F-messbar.



Dazu,

Jo o dB1@Py= [ hdPi= [ gdPa

Satz 6. Sei f: (Q1xQy, F1® F2) - (R, B(R)) absolut integrierbar bzgl. Py ® P,. Dann
a) f(x,y) ist L'(Qa, F2,Py) fiir Py-fast alle x € Q,, (und umgekehrt)
b) h(x) = [, f(x.y)dPa(y) wohldefiniert bis auf Pr-Nullmengen und he L'(Qy, 1, Py),
gy) = fglf(x,Y)dpl (x) wohldefiniert bis auf Pi-Nullmengen und g € L'(Q,, %>, P5),
c)
Ig,xngd(Pl ®Py)= fﬂ. hdPy = IQZ gdP,.

Unendliche Produkte

Definition 7. Seien (Q, ¥;)ren Messrdume und Q= Hk>1 Q. das unendliche Produktrdum (geordnete
Produkt).

Definieren wir die Produkt-o-Algebra 7 auf Q, als die kleinste o-Algebra, die alle Teilmengen von Q der
Form A = QieiAk x ® p¢1Q ¢ enthiilt, wobei Ay € ¥y, I = (iy, . ..,1,) € N". Diese Mengen heiflen Zylinder-
mengen.

DeﬁniAtiOI;l 8. Seien (Qy, Fi, Pr)ren W-raiime. Wir definieren das unendliche Produktmaf3 P= RrenPy
auf (Q,F) s.d. fiir alle Zylindermengen A gilt

P(A) =P (@il x ®og1Q0) = [ | PrlAw).
kel

Definition 9. Sei (Q, ¥, P) ein W-raum. Eine messbare Abbildung
X:(Q,F) - (RN, B(RY))

heif3t Zufallsfolge, oder stochasticher Prozess in diskreter Zeit.



