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(Ein Handzettel fiir heutige Vorlesung finden Sie auf der Seite der Vorlesung auf meiner Website, siehe Tagebuch)

Priifungs (in Priasenz): 9/2 (!!!!), 13/3.

3 Bedingte W-keiten, Unabhéingigkeit und ProduktmaBe (fortsetzung)

(Kapitel 3 und 4 in Bovier Skript)

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Bedingte W-keit Pg und iiberschrankung von o-Algebren
F35, Bayes'sche Formel, o (X): von Z.V. erzeugten o-Algebren, Unabhéngigkeit von Ereignisse, von o-
Algebren, von Z.V., Produkt o-Algebra ¥ ® &, Produktmal3, Satz von Fubini-Tonelli, Satz von Fubini-
Lebesgue.

Heutige Vorlesung: unendliche Produkten, Summe unabhingiger Z.V.: Faltungen, stabilitit gegen Fal-
tungen.

Nachste Woche: die Irrfahrt, das Ruinproblem, das Arcsinusgesetz.

3.1 Unendliche Produkte

Die Konstruction von Produktraiime erweitert problemlos auf endliche Produkte.
Ziel: Erweiterung auf Q= [Tis1 Q4. Folge (4, Fi)ren Messrdume.

Frage: Welche o-Algebra sollen wir nehmen? P (Q) oder eine kleinerer?

Beispiel. Betrachten wir eine konkrete Situation: das co Miinzwufexperiment. Q; ={0,1}, ¥ =P ({0,1}).

Q=0%=(0,1)"=10,1]
(diadische Darstellung, Surjektiv)
®:we(0,1)V0 ) w27 e(0,1]

k=1

Dann sind wir ein bisschen Skeptich, weil @(fl) 28-1(2([0,1])) und wir weiB dass P ([0, 1]) is viel zu
grof} fiir eine gutes Maftheorie. Denken Sie daran, dass Potenzmenge und o-additivitdt nicht vereinbar
sind.

Auswege:
a) Man kann & benutzen und betrachten die o-Algebra
@' (B([0,1) € P ({0, 1}™)

aber es ist nicht allgemeine verfiigbar/praktisch.

b) | Man gibt die Menge an, die wir im Erzeuger unbedingt haben will (!!!)

Z.B. Wir wollen auf jedenfalls endlich viele Miinzwiirfe beschreiben konnen. D.h. wir bauchen dass die
Z.V. X (w) = wy messbar ist fiir alle k> 1.

Wir wollen, dass
®: ({-1, 13N, 9) > ([0,1),B([0,1)))

messbar ist.



Definition 1. Seien (Qy, Fi)ren Messridume und Q= ®i>1Qx das unendliche Produktrdum (geordnete
Produkt).

Definieren wir die Produkt-o-Algebra 7 auf Q, als die kleinste o-Algebra, die alle Teilmengen von Q der
Form

nAi X ®rgiy,....in e

enthdlt, wobei A € F, I = (iy,...,i,) € N". Diese Mengen heifien Zylindermengen.
Bemerkung. Es gilt auch
F=0X,Xa...)
mit X (w) = wyg. & ist die kleinste o-Algebra, die alle die Z.V. X}, X5,... messbar machen. Und 7 * @(fl).
Beispiel. Die Abbildung
¢ ((-1, )N, 2((-1,1)®Y) - ([0, 11, B([0,11))

ist messbar. Zu das sehen, betrachten dass

®(w)=1lim®,(w) = lim Z w27k
k=1

PU-1,1)®"x QN c P ({-1,1})®N
und dass ®,, ist messbar bzg. P ({-1,1})®"x QN=0(X1,...,X,1) mit X (w) = wg.

DeﬁniAtiOI;l 2. Seien (U, Fi, Pr)xen W-raiime. Wir definieren das unendliche Produkt W-maf3 P:= RreNPx
auf (Q,F) s.d. fiir alle Zylindermengen A gilt

Definition 3. Sei (Q, %, P) ein W-raum. Eine messbare Abbildung
X:(Q,7)-> RN, BR)N) = (R, BR)Y
heifit Zufallsfolge, oder stochasticher Prozess in diskreter Zeit. D.h. jede Xi: (Q, F) - (R, B(R)) is

messbar.

Bemerkung. Falls die Verteilung von X, d.h. Px=PoX -1 ein ProduktmaB auf (R, B(R))¥ ist, dann ist
X =(X1,X5,...) eine Folge unabhingiger Z.V.

Falls, dazu P o X;!' unabhiingig von k ist, dann X ist eine Folge unabhingiger, identische verteilter Z.V.
(i.i.d)

Ein wichtiger Teil der Wahrscheinlichkeittheorie ist die Untersuchung der Funktionen einer groSen Anzahl
unabhingiger Zufallsvariablen.

Wir sind interessiert an Funktionen von unab. Z.V. X = (X}, X>,...), wie z.B.

n
max Xy, oder Z X
k=1

1<k<n

Beispiel. Sei (Xj)x>0 eine Folge unabhingiger, identische verteilter Z.V. s.d. X ~Exp(1) (Xj ist eine Z.V.
mit Exponentiel Verteilung mit parameter 1), d.h.

P < =Py (oo, = e7dx,  Blgl= [ g(Xu(w)Pdw) = [ g(n)Px,(dv)



und Py, (dx) =e™*dx. Wir fragen wie
max X
1<k<n
sich verhalten als n - co. Wir setzen

1
O(w) = Z ?eax”(‘”)

nxzl
fiir  >0. Dann, falls a < 1

1 1 1 1
E =E oaXe| E[ (an] _ E aXn] — - ax,—x — -
[Q] r; nze Mon. Kon. r; n ¢ r; n [e ] ’; n2J‘R+e e™dx 1 ar; n2
(1_a)_] <+oo

E[Q] < .

Es foglt dass Q(w) < oo fast liberall. Aber offensich
1 aAAxAn(W
—5¢ X0 < O(w)

(;,One to control all!!!*, O ist the ring...) und dann auf bis ein Nullmenge haben wir :

X, ()< a Mog[n?Q(w)] =2a logn+a log [Q(w)]

Oder
Xn(w) 1 -1
ilgl)—log TFSh) <2a7'+a log[Q(w)],
und auch
limsupX"(w) <2a'<co.
a1 logn

Wir sehen dass, die Folge hochstens logarithmisch wéchst.

Bemerkung. Sei (X),),>¢ eine Folge Z.V., dann die Z.V.

Xn(w)

Z((z}) :=limsuplog(T1)

nx1
ist messbar bzg. o (X;,X5,...). Aber is auch messbar bzg.
?n =0 (X, Xns1,-..)

fiir alle n > 1, weil es gilt auch

. Xi(w) _ .. Xi(w)
limsu =limsu =Z(w).
k>np logk k>1p logk
Dann ist es messbar fiir die Durchschnitt:
G = ﬂ G,

Z.V. messbare bezuglich ¥, sind Z.V., die durch Verwerfen der Informationen einer endlichen Anzahl
von Elementen in der Folge bestimmt werden konnen.

(Dazu spiter mehr)

4 Summe unabhangiger Z.V.

4.1 Faltungen

Frage: Seien X, Y unabhingige Z.V. mit Verteilungsfunktionen Fx und Fy. Wie sieht es Fy,y aus?



Lemma 4.

a) Seien X,Y zwei unabhdingige Z.V. mit Verteilungsfunktionen Fx und Fy. Dann ist die Verteilungs-
funktion Fx.yvon X +Y gegeben durch

Fior(s) =P(X+Y<8)= [ Fe(s=9)dPy(y) = [ Fy(s-x)dPx(x), seR.
b) Falls dazu X, Y Dichten px, py besitzen, dann besitz X + Y die Dichte
prer(s)= [ px(x)py(s—x)dx
Beweis. (a) P(xy)=Px® Py

Fyiy(s)=P(X+Y<s) =Py ({(x,y) eREx+y<s}) = I}RZ Liiy<sdPx vy (x, )

Linyesd(Px® Py) (x,3) = [ ([ Loy dPy () )dPx(x)

P(Y<s—x)=Fy(s—x)

unab. JR? Fubini

= [ Fr(s-x)dPx(x)
(b)
Fior(9) = [ Loy d(Px®Py) (x.)

= | g» Lesy<spx () py (y)dxdy

IR (IR ]l-HyésPY(y)dy) px(x)dx

Fubini

-[R (,[]R I’SSPY(t_x)dt)Px(x)dx

y=t—-x

IR Il,@(fR ll,gspy(t—x)px(x)dx)dt

h(t)

X K x Fubini

=f_soch(t)dt

und denn wir kénnen px.y(¢) =h(t) nehmen. pyx.y ist die Dichte von X + Y. m]

Definition 5. Die Faltung Fx * Fy zweier Verteilungsfunktionen Fx und Fy, ist definiert durch
(FyxFy) () = [ Fx(s=3)dPy(y).

Die Faltung Fx = Fy ist eine neue Verteilungfunktion.

Beispiel. Sei px (x) = ]l[_l 1] (x) und X|,X5,... ii.d. Die Verteilung von X; ist die Gleichverteilung auf
[-1/2,1/2]. Dann S,,= X, + - - - + X,, und dann S,, hat absolut stetig Verteilung mit Dichte

ps,,(s) = IR pgln_,(x)ll[_%yl](s—x)dx =B,,(s), falls m>1,

oder
Psi(8) = px,(s) =11 1(5).

die Basis von Splines. (siehe Alma II).

Bemerkung 6. Man sieht aus dieser Beispiel, dass die Faltung glittend ist (z.B. B,,€ C™(R))



4.2 Stabilitiat der GauBverteilung

Frage: Gibt es Verteilungen, die unter Faltungen invariant (die Form) bleiben? Falls ja, nennen wir solche
Verteilungen stabil.

Erinnerung X ~ A" (m, o) dann X hat eine Dichte p:

1 (x=m)?
px)= (zﬂgz)l/zexp( 752 ), xeR.

Satz 7. Seien X, ~ N (my, 61) und Xo~ N (ma, 03) unabhdngig. Dann ist
X1+ Xo~ N (my +my, of + 03).
Beweis. Wegen
PX1+X,(8) = PXy=my+ Xp-my (S =M1 —1M2)

wir konnen 0.B.d.A. m;=m, =0 setzen. Wir haben

2

x (s—x)%
1 1 32 a2
pxiex()= [ px, (0 pxy(s-x)dx = [ e¥le ax
. 1+ R 1 (27’,0.12)1/2 (277.0.22)1/2 R
Es gilt
x2 + (s—x)2 _ 012+ 022 e 012 2 52
o? o3 oto? ot + 03 ot +0}

Setze (Anderung von Variablen)

gilt:

1

S =77
Pxi+x:(5) 27 (0 +03)!?

2124, 2007103) -
fRe Y dye e ]l/z_pN(O,a?wzz)(s)

- [27r(012+ o3)

=(Q2m)'? O
Folgerung 8. Seien X1,X>,... i.i.d & (0,0%) Z.V. dann
X+ +X, d in Verteilung
T ar =</
Beweis. Ubung. m

Bemerkung. Fiir X,Y unabhéngig:

e X~Poi(A1),Y~Poi(A;) >X+Y ~Poi(A;+ 1;)

e X ~Bin(n,p),Y ~Bin(ny, p) =X +Y ~Bin(n; +ny, p)

e X ~Cauchy(a),Y ~Cauchy(f)=X+Y ~Cauchy(a + )
Sie sind stabil. Aber

e X~Exp(1),Y ~Exp(X)=X+Y +Exp(p) !

Diese Vorlesungsunterlagen werden mit dem Computerprogramm TgXy ¢ erstellt. Wenn Sie mehr wissen mochten, gehen Sie hier : www . texmacs . org.
Wir sind immer auf der Suche nach neuen guten Entwicklern, die dem Entwicklerteam beitreten mochten!

These lecture notes are produced using the computer program TgXyacs. If you want to know more go here www . texmacs . org. We are always looking
for new good developers which would like to join the developer team!
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