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NIVERSITE 1AM

Massimiliano Gubinelli

Vorlesung 12 | 4.12.2020 | 14:15-16:00 via Zoom

(Ein Handzettel fiir heutige Vorlesung finden Sie auf der Seite der Vorlesung auf meiner Website, siche Tagebuch)

Webpage fiir die Vorlesung (URL)

Information der Fachschaft: Dieses Jahr findet die Mathe-Weihnachtsfeier am Donnerstag, 17.12, ab 18 ct. online via Zoom
statt. Alle aktuellen Informationensind aufhttps://fsmath.uni-bonn.de/veranstaltungen-detail/events/virtuelle-mathe-

weihnachtsfeier.html zu finden. Schaut vorbei!

Information from the Fachschaft: This year's Math Christmas party will take place at Thursday, the 17.12. starting 8 ct. online
via zoom. All current information can be found on https://fsmath.uni-bonn.de/events-detail/events/virtual -christmas-

party.html. Swing by!

Priifungs (in Prisenz): 9/2, 13/3

Spickzettel ist nicht erlaubt. Die Priifung enthilt einige theoretische Fragen zu Aussagen von Theo-
remen oder Definitionen und Eigenschaften von Zufallsvariablen. Wir werden Ihnen spiter eine Liste
der wichtigsten Konzepte geben, dies wird natiirlich nicht exaustiv sein.

4 Summe unabhingiger Z.V. (Folgerung)

(Kapitel 3 und 4 in Bovier Skript)

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: unendliche Produkten, Summe unabhéngiger Z.V., Fal-
tungen, stabilitit gegen Faltungen, die Irrfahrt, das Ruinproblem, das Arcsinusgesetz, Reflektionprinzip.

Heutige Vorlesung: das Arcsinusgesetz (folgerung und Ende), Konvergenzbegriffe.

Das Arcsinusgesetz

Frage:

a0 Wie viel Zeit verbringt es in der Gewinnzone?
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' Gewinnzone (hier 6 Zeitpunkten)
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Satz 1. Sei (S,), die symmetrische einfache Irrfahr, uy, =P (S2,=0) und

2n

= #schritten in positiven Bereich:Z Ls,50vs,,,>0-
o=1
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Dann, gilt es

2k\ 1 (2n-2k 1
P(Zy,=2k) =:P2k,2n=uzk'uzn—2k=(k)ﬁ( Z—k )W

Wir wollen die Limes n — co nehmen und die Asymptotischer Verteilung von Z,, berechnen.

>>>

>>>

>>>

# 1d random walk.

import random # to access the random number generator
import numpy as np # functions for numerical computations
import matplotlib.pyplot as plt # plotting library

# probability to move up or down

prob = [0.5, 0.5]

t_max = 500 # maximum time to simulate

t = np.arange(t_max) # creates the vector 0,1,2,3,...,t_max-1

# steps can be -1 or 1 (note that randint excludes the upper limit)
steps = 2 * np.random.randint(0, 1 + 1, t_max) - 1

# the time evolution of the position is obtained by successively
# summing up individual steps.

positions = np.cumsum(steps)

# now we compute the sign

signs = np.sign(positions)

# plotting down the graph of the random walk

#plt.clf () # clear the plot

plt.plot(t,-0.1+signs, ’0’)

fig = plt.gcf() # generate an output file

ps_out(fig) # ship the output to TeXmacs as a Postscript file
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Asymptotischer Ergebnis

P (Zy, = 2k) = (2k>i(2n—2k) 1

k )22\ n—-k )92k

Fiir n> 1, Stirling formel gibt

n!=(2mn)!/2enlogn=1 (1 + 0(1) )
n
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5 Konvergenzbefriffe

Beispiel. Wir haben schon bemerkt, dass

Bin(n,%)(k) 5 Poi(p) (k)

n—oo

fiir k=0,1,... und falls X ~ Geo(q), dann
P((1-9)X<x) —> P(X<x)
(I—)
wobei X~Exp(1).

Beispiel. Sei

1 1
XM~ (1 _ﬁ)60+ﬁ6M'

Dann fiir alle ke Z,
A/lli_r)r(le(XM:k):]P’(Xoo:k):
mit X, =0. Aber es gilt nicht:
]E[XM]ﬁ]E[XW] =0  mit X~ 8o

weil E[X,,] =1 fiir alle M.

= Es gibt verschiedene Konvergenzbegriffe



Errinnerung: Verteilungsfuktion Fy auf (R, %B(R)) es ist in eins zu eins Korrespondenz mit Z.V. Vertei-
lung Py, d.h. Fx(t) =P(X <1).

Beispiel. Ein anderes Beispiel: Betrachten die Folge von W-MaBe (81/,),. Naturlich méchten wir sagen,
dass

S1/m— o,

d.h. die Folge gegen die W-Maf} §( konvergiert. Tatsédchlich haben wir
[ 8081u(dx) =g(1/m) > 2(0) = [ g(0)8o(dx)

fiir alle beschrinken stetigen Funktionen g.

Aber, sei F,(x) =81/, ( (—oo,x]) =1,51/, Verteilungsfunktionen von 8, und F(x) = 1,¢ Verteilungsfunk-
tion von &3. Dann

Fy(x) > Lo # F(x)

deshalbs wir konnen keine Konvergenz der Verteilungsfunktionen im Allgemeinen erwarten.
Bemerkung. Hier gibt es eine weitere Schwierigkeit, Maftheorie und Topologie zusammenzustellen. Die
Konvergenz x, — x von Folgen von Punkten impliziert nicht die Konvergenz von folgen von Integrales fiir

beliebige beschrinke messbare (aber nicht stetige) Funktionen £ gegen 8.

[ 1(@)8,, o) » [ h(@)8.(dw).

Wir brauchen ein ,,schwacher* Konvergenzbefriffe von Verteilungsfunktionen.
5.1 Konvergenz von Verteilungsfunktionen

Definition 2. Sei (F,),>1 eine Folge von Verteilungsfunktionen. Dann konvergiert F, schwach gegen eine
Verteilungsfunktion F, falls

lim F,(x) =F(x)

n—oo

fiir alle x e R fiir welche F stetig ist.

Bemerkung. Die stetigkeit Annahme ist notig, siche oben. Auch, nehme

_ 0, x<0,
F,(t) =1+ 7 larctan(nx) —— F(x) ={ 1/2, x=0,
e 1, x>0.

Aber F (x) ist in x =0 nicht rechtstetig! In dieser Fall,

Analog fiir W-malfe.

Definition 3. Sei (P,),> eine Folge von W-Mafie auf (Q, B(Q)) mit Q topologische Raum. Dann kon-
vergiert (P,), schwach gegen P falls fiir alle beschrinkten stetigen Funktionen g: Q - R,

im [ g(@)P,(dw)- fgg(w)lmdw).

n—oo

Beispiel. Falls x, - x € Q dann 8., — 8, schwach.



Die Verbindung zwischen Def. 2 und Def. 3 ist das folgende Satz.

Satz 4. Sei (P,), eine Folge W-mafie auf (R, B(R)) und F,(x) :=P,((—oc0,x]). Dann konvergiert (P,),
schwach gegen ein W-mafs P mit Verteilungsfunktion F (x) := P,((—o0,x]) dann und nur dann, wenn

F,——F.
schwach

Beweis. (=) Z.z. P,,—— P schwach = F,,(x) —— F(x) fiir alle x wo F stetig ist.

Sei Ve >0 eine stetige Funktion g,: R - R s.d.
legc < gg(x) < ]]-x<c+£
Dann

0= [ LecPu(@) < [ gPu(d) ———— [ .(x) P(dx) =

Monotonie Slecese

=[ 2@ P < [ LecsPdx)=F(c+e)
Licese Monotonie

Das bedeutet, dass

limsupF,(c) < F(c+é¢).

n— oo

Ahnlich erhalten wir

liminfF,(c) > F(c—¢).

n—oo

Falls aber F in c stetig ist, dann mit £ - 0 wir haben

(c)_hmF(c a)<11m liminf F},(c) < lim limsup F;, (c)<11mF(c+ e)=F(c).

-0 n-oo £-0 400

Dann F),(c) = F(c) fiir alle ¢ Stetigkeitstellen fiir F.
(&) Z.z. F,(c) - F(c), c stetigkeitspunkt von F = P, —» P schwach.

Fiir jedes £ >0, existiert a<b s.d. F(a) <& und F(b) 2 1-¢, weil F(a) - 0 fiir ¢ > —oco und F(b) - 1 fiir
b — +co.

Erinnerung: Verteilungfunktionen haben hochstens abzéhlbar viele Unstetikeitstellen. Dann, wir konnen a,
b stetigkeitsstellen von F wihlen. (Ubung)

Da F,(a) » F(a) und F,(b) - F(b) als n— oo, fiir alle n grof genug, F,(a) <2 und F,(b) > 1-2¢.

Sei g beschrinkt und stetig. |g(x)| <M < oo, Vx€ R = g ist auf die kompacte Interval [a, b] gleichmissig
stetig.

Sei § >0 beliebig. Wihle N=N(8) und N stetigketistellen von F: aj=a<a,<---<ay=>b s.d.

sup |g(x)—glay)|< S

XE (ak,ar+1]

(wir benutzen die gleichmissig stetigkeit von g auf [a,b]). Setze

N
Z Lar.1(x)glar)

(Approximation von g mit einfache Funktionen)

N
[ h0)dP ) =Y gl (Fylags) = Fla)
k=1



Aber auf [a,b] gilt [g(x) —h(x)|< 5. Deswegen seit Q =P, P (d.h. fiir beide) wir haben
[ 20dQ) - [, hxaQe) = [ (20 =hx)dQ()

=, GO =hNAQW) + [ (g0 =h(eNAQW) + [ (8()=h(x)dQ)

[#]<2MQ((=c0,a))<4Me [#<8Q([a,b]) <8 [#]<2MQ((b,+0))<4Me
N e’

<2e 2¢

UR ¢(x)dQ(x) - fR h(x)dQ(x)‘ <8eM+65, fir Q=P, oder Q =P.

fh )dP (x fh VAP, (

HMZ

gla [(F(akm Folags1)) - (F(ak)—ank))]
-0 -0

weil (ay )y sind alles Stetigkeitpunkte von F.

Dann
<8eM+6

Ug )dP,( fg d]PHfg )dP,( fh dP()‘

U glx dP(x)—f h(x)dP (x | U h(x)dP (x fh(x)dIP’( )|

<8eM+6 —0,weil F,(ay) > F(ax).

llmsupU g(x)dP,(x f g(x)dP(x )|<16£M+6.

n—oo
Nehme jetz ¢, § = 0 zu sehen dass

[, s@dPu) > [ g()dP ).

O

Bemerkung. Wahrscheinlichkeiten liegen in einer natiirlichen Dualitdt mit beschrinken Funktionen. In
diesem Fall bedeutet schwache Konvergenz in der Analyse Konvergenz aller Integrale in Bezug auf mess-
bare beschrinke Funktionen.

In Wahrscheinlichkeitstheorie ist dieses Konzept nicht sehr niitzlich, daher verwenden wir schwache Kon-
vergenz, um zu bezeichnen, was in Analyse schwache-* (weak-star convergence, auf English) Konvergenz
bezeichnet wird. In Analyse schwache-* Konvergenz ist die schwache Konvergenz, wenn wir den Raum
der WahrscheinlichkeitmalBe als das Dual des Vektoraums stetiger Funktionen betrachten (Riesz-Représen-
tationssatz).

Diese Vorlesungsunterlagen werden mit dem Computerprogramm TgXyacs erstellt. Wenn Sie mehr wissen mochten, gehen Sie hier : www . texmacs . org.
Wir sind immer auf der Suche nach neuen Entwicklern, die dem Entwicklerteam beitreten mochten!

These lecture notes are produced using the computer program TgXyscs. If you want to know more go here www . texmacs . org. We are always looking
for new developers which would like to join the developer team!
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