V2F2 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie — WS2020/2021 u "" |
Massimiliano Gubinelli UNIVERSITAT 1AM

Vorlesung 14 | 11.12.2020 | (Recorded in advance) [10:15-12:00 via Zoom]

Information der Fachschaft: Dieses Jahr findet die Mathe—Weihnachtsfeieram Donnerstag, 17.12,ab1s ct. online
via Zoom statt. Alle aktuellen Informationen sind aufhttps://fsmath.uni-bonn.de/veranstaltungen-detail/events/virtu-
elle-mathe-weihnachtsfeier.html zu finden. Schaut vorbei!

Information from the Fachschaft: This year's Math Christmas party will take place at Thursday, the 17.12. starting 18 ct. online
via zoom. All current information can be found on https://fsmath.uni-bonn.de/events-detail/events/virtual-christmas-
party.html. Swing by!

Weitere information der Fachschaft: Am 22. Dezember 2020 um 19:15 findet ein
Treffen fiir die Mathe-Lehramtsstudierenden

auf Zoom statt. Die Zugangsdaten findet ihr auf der Fachschaftswebsite (www.fsmath.uni-bonn.de). Wir sind gespannt auf eure
Erfahrungen und Eindriicke! Bitte erscheint zahlreich, damit wir viel Riickmeldung bekommen, um das Studium fiir kommende
Generationen zu optimieren.

5 Konvergenzbegriffe (Fortzetzung)
(Kapitel 5 in Bovier Skript)

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: schwache Konvergenz von Verteilungsfuktionen und von
W-Malle, Konvergenz in Verteilung von Z.V., Konvergenz in W-keit von Z.V, Satz von Moivre-Laplace,
Konvergenz in L?, Markov Ungleichung.

5.1 Konvergenz von Verteilungsfunktionen

Definition 1. Sei (Fy,),>1 eine Folge von Verteilungsfunktionen. Dann konvergiert F,, schwach gegen eine
Verteilungsfunktion F, falls

lim F,(x) = F(x)

n—oo

fiir alle x e R fiir welche F stetig ist.

Definition 2. Sei (P,),>1 eine Folge von W-Mafie auf (Q, B(Q)) mit Q topologische Raum. Dann kon-
vergiert (P,), schwach gegen P falls fiir alle beschrinkten stetigen Funktionen g: Q —» R,

lim [ g()P,(dw) - fgg(w)P(dw).

n—oo

Satz 3. Sei (P,), eine Folge W-mafie auf (R, B(R)) und F,(x) := P, ((-c0,x]). Dann konvergiert (P,),
schwach gegen ein W-maf3 P mit Verteilungsfunktion F(x) := P,((—o0,x]) dann und nur dann, wenn

F,——F.
schwach

5.2 Konvergenz von Z.V.

Definition 4. (Konvergenz in Verteilung) Sei (X,,)ns1 eine Folge von Z.V. wobei X, auf (Q,, F,, P,,) defi-
niert ist. Dann konvergiert X,, in Verteilung gegen eine Z.V. X,

Xn EX’
n—oo

falls die Folge (Fx,)n>1 schwach konvergiert gegen Fx, d.h.

Fx,(x) =P (X, <x) ﬁFX(X) =P(X<x).
schwac,

n
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Bemerkung. Die Z.V. X, miissen nicht auf dasselbe W-raum definiert sein!

Definition 5. (Konvergenz in W-keit) Seien X, (X,,), Z.V. auf (Q,F ,P). Die Folge (X,), konvergiert in W-
keit gegen X, falls Y& >0,

lim P (1%, - X|>¢) =0.

n—oo
Lemma 6.
P 1))
X, — X :; X, ——X
n—oo n— oo

Definition 7. (Konvergenz in L?) Seien X, (X)), Z.V. auf (Q, % ,P). Sei p>1 und nehmen wir an (X)) >1 <
£P, Xe BP dh.

X1, = [EXIP]"? < co.

Dann konvergiert X,, gegen X in £7,

®p
X,—X,
n—oo
falls
lim ||X,, - X]|,=0.
n—oo
Bemerkung.

L? = %P modulo Aquivalenzklassen (X ~Y < ||X-Y],=0)

ist ein Banach Raum. Fiir p =2 ist ein Hilbertraum mit (X, Y) = E[XY].

Lemma 8.

%P P
Xn—>xzxn—>x

Heutigen Vorlesung: Fast sichere Konvergenz, Borel-Cantelli Lemmata, Verbindungen zwischen den
verschiedenen Konvergenzbegriffen.

Definition 9. (Fast sichere konvergenz) Sei (X,,),s1 eine Folge von Z.V. auf (Q, ¥ ,P). Dann konvergiert
X, fast sicher gegen x€ R, X,, —— x f.s. falls
— n—oo

P(nmx,,=x) -1

Bemerkung. Frage: Ist

{a)e Q:limX,(w) :x}€797.

n—oo

Antwort: Ja!

{ lim X, :x} = {limiann = limsupX, :x}

n— oo n— oo Nn— oo

(o)

o0 ] ] o0 o0 l
=N {imwamsisgf=N U N {xo-xisg)es
k=1 k=1 np=1 n=ngy

eF

Da {|X,—x|<k™'} € F wegen die messbarkeit von X, und abzihlbare U und n.



Bemerkung. Sei A, = {|X,,—x|<k™'}, erinnere dass (u.o. = unendlich oft = co-oft)

U ﬂ A, ={A, v.o.entritt} =liminf A,
no=1 n=ny n—ee

sieche Blatt 3. Dann

{ lim X, =x} =, fiir alle k € N ist, bis auf endlich viele Worte von n, | X, —x| < l“

n— oo k

{ lim X, =x}c =,.es gibt ke N s.d. fiir co-viele Werte von n, |X,,— X| >%gilt“

n—oo

Deshalb,

P(lian:x):l—P(U {|X,,—x|>%, oo—oft.})

n—»oo k>1

Fazit: Um die f.s. konvergenz zu zeigen miissen wir

1
P( {IXn—x|>—, u.o.}):O
Sl
zeigen. Aber

1 1 1
Z P(IX,,—x|>?, u.o.) BP(U {IX,,—x|>7, u.o.}) 2111;11)(P(|Xn—x|>z, u.o.).

k>1 k>1
fs. def . 1
X, ——x <=)P(11mX,,:x):l<:) Vk>1,IP’({|X,,—x|>?, u.o.}):()

Frage: Wie zeigt man eine solche Gleichung?
Lemma 10. (Borel-Cantelli I) Sei (Q,F ,P) ein W-raum und (A,) > eine Folge in . Wenn

Z P(A,) <o =P(A, u0.)=0.

n=1

Lemma 11. (Borel-Cantelli 1I) Sei (Q, F,P) ein W-raum und (A,),> eine Folge unabhdngigen Ereig-
nissen in . Wenn

Y P(A)=c0=P(A,u0)=1.

nx1
Praktischer Korollar
Folgerung 12.

a) Eine Folge (X,),31 konvergiert f.s. gegen x € R wenn Ve >0

Z P(IX,—x|> &) < oo (D

nxl1
b) Wenn die (X,), unabhdngig sind, dann ist (1) notwending.

Beweis. (Lemma 10) Setzen Q:=) _, 14,. Dann P(Q=+00) =0 weil

nxl

E[QI=E) 14, — Y E(la)=) P(A,) <.

n>1 nx1 nxl
Betrachten, dass

(A0} C {Q: Y Iy= +oo}

n>1



Dann P(A,u.0) <P(Q=+c0)=0. O

Beweis. (Lemma 11)

—P(um)w((gmr)w(mz) =)

nzk nzk
N N
hmﬂ P(AS) = ]_[ (1-P(A,) < lim [ e P@A»
unabhang N—)oo - 1 N—oco i

. N
=€—11mNﬁNZn:kP(An) —e~®=(.

weil Y P(A,) = +oo. Es folgt
P(A,u.0.) = P(ﬁ U An) = lim P(Upsd,) = 1.

k>1 n>k
O

Beweis. (Folgerung 12) (a) X, f—°> x=>VYk21,P(X,-x|>k" v.o0.)=0. Nehme 4, = {|X,—x|> &} und
e=kl.
Z PA <oo=:>P(A u.0.) =0.

n>1
Dass gibt fiir alle k> 1, dann X,, > x f.s.
(b) Jetz sind X, ..., X,,... unabhiingig. Falls (1) nicht gilt, d.h. 3¢ >0 s.d.

Z P(X,-x|>¢) =
n=1

Es folgt 3k>1 s.d.
Z P(A,) = ﬁ P(A,u0)=1=X, A xfs.
weil (A,), unabhéngig sind. O

Definition 13. Sei (X,,), und X auf (Q, % ,P). Dann konvergiert (X,), fast sicher gegen X,

Xpn—X  fs.

falls

X,-X——0  fs..
Zusammenhang.
Lemma 14.

fs. Ed P
X,—X o X,—X

Beweis. (=) Sei Y, := X, X. Dann ¥, > 0 impliziert V& >0, P(|%,> £ u.0.) =0

=20=P(Y,|> & u.0.)= 11mIP’(U {|Y|>a}) 11msupP(|Y|>a)>O
n=k O nxk
limsup,- o

= lim P([Y,|> &) =0.

n—-oo



P P
Das gilt fiir alle £ >0, es folgt dass ¥, — 0 = X, — X.
(¢#) Gegenbeispiel. Seien X,, ~ Ber(n~%) unabhéngig mit ¢ >0, d.h. P(X,=0)=1-n"% P(X,=1)=n""%
P
Dann, X,, — 0. Aber Y& >0,

<)

(oo} I 1
Z ]P’(IXk|>a):Z P(szl)zzﬁz{ +o00, a€(0,1]
k=1 ol

<oco  a>1
k=1

fs. fd
Dann, aus Folgerung 12, X,, =2 O fiir ¢ > 1 aber X,,#O fiir e € (0,1]. m]

Wir haben das folgende Bewiesen

p Lemma 14 P Lemma 6 %

-S. —_— e 2.
X,—X X,—X X,—X
< ...... < ......

Lemmal6 Lemmal5
\ Lemma 17 ﬂ Lemma 8
N

~ =[xty

Gegenrichtungen mit extra Bedingungen.

P P
Lemma 15. Sei X, — X und X P-f.s. konstant, dann X,,— X.

Beweis. SeiceR s.d. P(X=c¢)=1. Ve>0

P(X,-X|>&) <P(X,-X|>&,X=c¢)+P(X,-X|>e,X #¢)
<P(X%c)=0

=P(X,-cl>&,X=c)=P(X,—c|>¢)-P(X,—c|>¢&,X#c)
<P(X#%c)-0

=PX,>c+ecoder X,<—c-¢)=Fx, (c—¢)+ (1-Fx,(c+e))
—> Fx(c—&)+(1-Fx(c+¢))=0

n—oo

fiir alle ¢ auf bis eine abzahlbédre Menge. O
P s
Lemma 16. Sei X, — X, dann 3 Teilfolge (X))« s.d. Xnkf—>X.

P
Beweis. Sei Y,:=X,—X — 0. Dann V¢ >0 3 Teilfolge (¥, )« s.d.

1

P(IYnk|>8)<k2, k=1,
P
wegen Y, — 0 (d.h. lim,., P (|Y,|> &) =0). Dann
Folgerung 12 5. .S,
Y P(|Ynk|>s)<z%<ooi—ni_—;»nkf—s>o:xmf_s>x.

k>1 k=1

Lemma 17. Sei p>1. Dann

rr
X, L5 X und 3Y € BP s.d. ¥, [X,|< Y|P Xn— X,




Beweis. Wir zeigen dass X € #£7, wir benutzen Fatou'sche Lemma:

EXxP= E[lim IXnIP] < liminf,, E[IX,P] < E[[Y[P] < oo
n—oo Fatou
Es folgt aus
X, = X< (Y +|X)Pe L'(P)

und aus Dominierte Konvergenz:

lim B[ [X,-XI" |
n—oo —_— Dom. K
<(Y+IXPelL!

o[t -]
=0f.s.

weil P (lim,_,« |X,—X|>0)=0. O

Bemerkung. Fir p>1,

X, - x|=| ElX.I"1— E[IX"]|

Weil
(EIXuPDYP = 1X,l2r < 1X 122 + 11X = X110 — X1l
und

1Xnllzr 21Xl = 11X = Xl p —— I1Xlzr.
n— oo

Beispiel. Seien (X},),>; unabhingige Z.V. mit X, ~ Poi(1,). Zeige, dass

P(Z X, konvergiert) =l Z Ap< 0

nzl nx1

(Birth-death process)

Beweis. Sei

S,= Z X, Se=1imS,: Q- NU{+oo}.
k=1

n—oo

Wegen stabilitdt der Poisson Verteilung, ist S, ~ Poi(o,) mit g, = Z;’:] A. Firallexe N

Ar={Sk<x} 244412+ 2

(a) Falls 0,,— 0 < oo, dannx € N,

P(Se<x) (Zstx)—hmP( —hm e ok k:Z —<oo
k>1 Jj

= Falls 0 <oo, So=3 ;. Xi ist eine Poisson Z.V. mit parameter o.

(b) Falls g, > 00 =
X O'j
= lim e“’kj—,k=0:>P(Soo<x)=O

k— oo

J=0

fir alle xe N. Dann P(So>x)=1und P(Sec=c0)=1. O

Diese Vorlesungsunterlagen werden mit dem Computerprogramm TgXycs erstellt. Wenn Sie mehr wissen mochten, gehen Sie hier : www . texmacs. org.
Wir sind immer auf der Suche nach neuen Entwicklern, die dem Entwicklerteam beitreten mochten!


www.texmacs.org

These lecture notes are produced using the computer program TgXyscs. If you want to know more go here www . texmacs. org. We are always looking
for new developers which would like to join the developer team!


www.texmacs.org
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