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Vorlesung 17 ]22.12.2020 | 14:15-16:00 via Zoom

Weitere information der Fachschaft: Am 22. Dezember 2020 um 19:15 findet ein
Treffen fiir die Mathe-Lehramtsstudierenden

auf Zoom statt. Die Zugangsdaten findet ihr auf der Fachschaftswebsite (www.fsmath.uni-bonn.de). Wir sind gespannt auf eure
Erfahrungen und Eindriicke! Bitte erscheint zahlreich, damit wir viel Riickmeldung bekommen, um das Studium fiir kommende
Generationen zu optimieren.

6 Das Gesetz der groB3en Zahlen (Fortsetzung und Ende)

(Kapitel 6 in Bovier Skript)

Satz 1. (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Sei (X,,)ns1 eine Folge i.i.d. Z.V. X, € %!. Dann

n— oo

I
lim ;k; X, =E[Xi], f.s.

6.4 Kolmogorov'sche Ungleichung
Statt P (S, > a), wollen wir eine Ungleichung fiir
P(S;>a)

wo S;; :=maXx<, Sy ist die laufendes Maximum von die Stochastiche Prozess (S,),s1.

Lemma 15. (Kolmogorov'sche Ungleichung) Seien (X,,)n>1 unabhdngige Z.V. mit ;= E[X;], o} = Var(X;).
Setze

Su=) Xeo myi=y B[X]=E[S,],
k=1 k=1

und

82:= Z ot =Var(S,).
k=1
Dann, fiir alle t>0:

P(Ik<n sd. Sp—mp|>15,) <172
6.5 Beweis von Satz 1
Lemma 16. Seien (Xy)r> unabhdngige Z.V. mit Var(Xy) = a,g, E[Xy] = ux Falls

ot
k? <o
k>1
dann

n

> (Xi-p) >0 fs..

k=1

1
n

Beweis. OBdA p; =0 weil Var(X;) = Var(Xg— uy) = a,?.

n

1 S
;}; (Xie= ) =+
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mit §, =X+ +X,. Z.z. S,,/n—>0fs. = Ve>0, P(S,/n|>cu.0.)=0. Sei

Ap= |J Sd=en
2m=lepgom
fiir alle m>1.

P(A,) =PEke{2m ... 2M: S > ek) <P (Fke {21,201kl > g2 )

52
=X —
Lemmal5 8222(m b

mit J%m =Var(S,=). Aber

PAneY —22 3 1 2y a
> ('”)\Zgzzz(m—l) Z 22(mlz, 22 > o S 2Ll 2 S

m>1 m>1 m>1 nx1 m:2"=n nx1

o

<

o

n

fiir alle £ >0, wegen die Annhame aus (o,),>1. Borel-Cantelli I gibt dass P(A,,u.0.) =0
=P (|S,/nl>¢cu.0.)=0

weil {|S,,/n|>&eu.0.} ={A,,u.0.}. O

Bemerkung. Sei mg s.d. 2" <n < 2m+!

1 1 1 1 22 1 4 4 8
Y S Y sy D ﬁ=—22<m0+1>—1_%<ﬁ'§<;-

m:2"zn mzmg k=m-my=0
Jetz konnen wir das Gesetz der groflen Zahlen beweisen.

Beweis. (of Thm. 1) (a) Idea: ,trunkation. Zerlegen X; im X; = Uy + V;, wobei

U=Xilixyck,  Vi=Xalixg sk
Sei

k
oF = Var(Up) < B[U] = B[1XiPL <] = IE[WZ lu_mmé}

| —
L <k
k k
=Y BUXPlooiaxced < Y CBIXdLo-1<x<r]
=1 S
(ag ist unab. von k weil X, X, ... ii.d).
2
g 1 1
Y <Y @) tar=) ta) 5<CY ar=CY BlXilleiqxce =CE[Xil] <o
k>1 k>1 " =1 1 ke e>1 e>1
<c/e

weil E (]X;]) < co (Annhame).
(b) E[Ui] = p—E[X;Lx,>x]. Aber

IB[X Lyl | SBUXel Lixgse) = Y ap=0
2k+1

weil ZDO ap<oo als k - oo. Das bedeutet, dass E[U;] - u und auch dass (Ubung! Siehe Ana I velleich)

1 n
wd Bl m



Lemma 16 gibt

fs. 1 - 1 - f.s.
obgkzlwk—lawk])ﬁ;; Uy~ p.

¢) Zeigen wir, V; nur endlich oft nicht gleich Null ist:

|Xi] ae ae+1
P(V,#0)=E[Lx,zn]= Z E[To-1<pxu<e] < Z Elgz7le-1<muse] = Z _lzz g
0z2n+1 0z2n+1 0zn+1 ozn
Dann
ae+1 _ ag+1 _
> P(h#£0)< =2 ) 1= an<e
n>1 n>1 e>n 731 n=l 031

weil E[|X;|] < co. Borell-Cantelli I gibt

P(V,%0 u.0.)=0= Yk > l,P(IVn|>%u.0.) =0=>V,1f$0=>%2 v, 250,

Dann

Bemerkung.
¢ Schwaches Gesetz : Konvergenz in W-keit (2-Moment Bedingung)

o Starkes Gesetz : f.s. Konvergenz (nur erste Moment Bedingung + unabhiingig und indentische Ver-
teilt Z.V.)

6.6 GrofBie Abweichungen von GGZ

Seien X1, X>,... i.i.d Z.V. integrierbar. Sei S, = Zle X mit E[X;]=m, und sei y () = E[e™]. Dann wegen
GGZ:
Sn

n fs.
Satz 17. Fiirallen>1,ae R
(a) P(%;a)se‘”'(“), fiirazm

(b) P(%Sa)se‘”l(“), fiira<m

wobei die exponentielle Abfallrate I (a) ist gegeben durch

I(a)=suplat-logy(1)].
teR

Bemerkung. Oft wir konnen sagen dass fiir ,,gute Menge”“ GC R:

n—oo n aeG

lim —llogP(%e G) =inf I(a).

Das ist die Theorie von Gro3e Abweichungen. Das bedeuted dass typischeweise wir haben

P(%;a):e‘”(””)*”m), als n— co.



Beispiel. Modell von ein Gas. Jede Molekiile hat W-keit 1/2 in Box 1 zu sein und sind unabhingig (ideal
gas), d.h. Xj,..., X, i.i.d. Ber(1/2) Z.V. wobei

X, = 1 falls Molekiile #k in Box 1 ist
k71 0 falls Molekiile #k in Box 2 ist

Box 1 Box 2
n=10%Molekiile (Teilchen)
°
¢ . . Vol(Box1) = Vol(Box2)
°
° °
°

° b °

° °
°

Frage:

P(#Teilcher;in Box 1 2%_’_ 10_10) <p=?

Tchebichev Abschitzung: (Var(X;) =1/4)

Var(F) 100 |

Ps (10-1Y2 ~ 4102 _ 4000°

Abschatziing mit Theorem 17. m=1/2 un ein explizit Rechniing gibt
I(a) =alog(2a) + (1-a)log(2(1-a))

p < e—2n(10’”))2 — 6_2000! "
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