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6 Das Gesetz der groBBen Zahlen (Ende)

(Kapitel 6 in Bovier Skript)

6.6 Grofie Abweichungen von GGZ

Seien X1, X5,... i.i.d Z.V. integrierbar. Sei S, = Z,’:zl X mit E[X;] =m, und sei y (¢) = E[e'*']. Dann wegen
GGZ:
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Satz 15. Fiirallen>1, ae R
(a) P(%;a) e™@  fiira>m
(b) P(%éa) e M@, fiiras<m

wobei die exponentielle Abfallrate I (a) ist gegeben durch

I(a)=sup[at-logy(1)].
teR

Bemerkung. Oft wir konnen sagen dass fiir ,,gute Menge” G C R:

. 1 Sn .
lim —;logP(Fe G) = inf I(a).

n—oo aeG

Das ist die Theorie von Grole Abweichungen. Das bedeuted dass typischeweise wir haben

P(%?a):e‘"(””””m), als 71— oco.

Beispiel. Modell von ein Gas. Jede Molekiile hat W-keit 1/2 in Box 1 zu sein und sind unabhingig (ideal
gas), d.h. Xj,..., X, i.i.d. Ber(1/2) Z.V. wobei

X, = 1 falls Molekiile #k in Box 1 ist
k71 0 falls Molekiile #k in Box 2 ist

Box 1 Box 2
n=10?Molekiile (Teilchen)
°
¢ . . Vol(Box1) = Vol (Box2)
°
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°

° b °

° °
°




Frage:

P(#Teilchen in Box 1 > 1 +10_10) <p=?

n

[\

Tchebichev Abschitzung: (Var(Xy)=1/4)

Sn
Var() a0
PS110-10)2 = 4702 ~ 4000

Abschatziing mit Theorem 15. m=1/2 un ein explizit Rechniing gibt
I(a) =alog(2a)+ (1-a)log(2(1-a))

p < 6—211(10’10)2 — 6_2000! 1

Proposition 16. (Jensen's Ungleichung) Sei X eine reelle Z.V., integrierbar, und f: R - R eine konvexe
Funktion. Dann

FEXD <E(f(X)).
Beweis.
Y fx)
f(x)
Da f konvex ist, Vxo€ R 3 gerade ¢(x) s.d.
1 S(xo) =€(xo)
0(x0) = f(x0), ¢x)<f(x), xeR. i
— !
xl() X
Wihlen wir xo=E[X]. Dann,
FEIX]) = f(x0) = €(x0) = €(E[X]), = E[¢(X)]<EBIf(X0)].

Beweis. (von Thm. 15) Fall a>m. Den Fall a <m ist analog. OBdA m=0.

e/lSu

P(%;a):P(SnZna) < infE

= inf e *(E[e**1])" = inf exp{—n (La-log ]E[e)“X‘])}
Markov 420

ena |iid.) >0 220

=exp(—nsup(al—10gl//(/1)))

230
Fir 1<0,a>0,

al-logy (1) <-logy (1) =-logE[e**] < -loge*EXil=0,

Jensen

sup (al—logy (A))=sup (ar—-logy (1)) =1(a).
220 AeR



Eigenschaften von I (a).
a) [ ist convex.
b) I(a) >0 fiir alle a e R.
¢) Falls y(4) < oo auf (-8,8) § >0, dann
Ja(A)=ald-logy (1) € CT((=8,9))

mit £,(0)=0, £/ (0)=a-m

=1(a) >0, a+m.

Im Fall (c): exponentieller Abfall der W-keit groler Abweichungen!

Beispiel.

o Xo~ N (m, o) =1(a)="=2

202

° Xk ~EXp(l) =>I(a) :{ Aa-1-log(Aa), a>0

+o00 a<0

e Xy ~Ber(p)=1I(a)=alog(a/p)+ (1-a)log((1-a)/(1-p)),ac(0,1).

7 Der zentrale Grenzwertsatz

(Kapitel 7 in Bovier Skript)

7.1 Einleitung
Das GGZ sagt und, dass fiir X, X5, ... i.i.d. integrierbar Z.V. und S, = Z,’(':] Xk

%f—> E[X,], alsn-co.

Die typische Abweichungen (Fluktuationen) von S, bzlg. nE[X;] sind o(n) (d.h. f(n)=0(n) & f(n)/n-
0).

Frage: Wie gross sind die Fluktuationen? Falls Var(X;) < oo

Var(S,) =nVar(X;) =0(n)

Dann

S—nE[X]

nVar(X;)
hat Varianz 1 und Mittelwert 0.
Frage: Im Allgemein,
a) Wann 3y >0s.d.
S,—-nE[X1]
n?

konvergiert (z.B. in Verteilung) gegen eine nicht triviale Z.V. (nicht 0 oder co).
b) Was sind die moglichen Limes Z.V.

Bevor wir versuchen, diese Frage zu beantworten, stellen wir ein niitzliches Werkzeug zur Untersuchung
des Gesetzes der Zufallsvariablen vor.



7.2 Charakteristiche Funktionen

Wir kennen schon die Momentenerzeugende Funktion y(z) = E[e¥*], ze R. Aber w (z) ist manchmal
+oco bis auf z=0 (siehe die Cauchy Verteilung), weil z - e** sehr schnell wichst (entweder fiir x —» co oder
X — —00).

Dagegen ist

(itx)"
|

x> e™ =cos(tx) +isin(tx) = Z -
n=1 '

fiir € R beschrinkt. Hier i2=—1.

Definition 17. Sei X eine reelle Z.V.. Dann die charakteristische Funktion von X definiert durch
¢ (t) = ¢px(t) = B[e™ ] =E[cos(tX)] +iE[sin(tX)] = IR e™Py(dx)
mit Py die Verteilung von X.

Einige Eigenschaften

Lemma 18. ¢x: R — C ist (immer) wohldefiniert mit

a) px(0)=1
b) 1px(nI<1
5

tm (pr(0) = L0 Re gy - LOLLED

d) Falls X hat eine symmetrische Verteilung dann ¢x(t) €R. (d.h. X ~-X, z.B. /' (0,1))

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus sin(zx) und cos(zx) beschrinkt und messbar (=integrierbar bzgl
jedes W-maB). Die Eigenschaften a) — d) sind ziemlich trivial. O

Bemerkung. Sei f: R - C dann
E[f(X)]=E[Ref(X)]+iE[Imf(X)]€C

und

[E[f(X)1?=(E[Ref(X)])*+ (ElImf(X)])* < E[(Ref(X))*1+E[Imf(X)1=ElfX)P. (1)

Jensen

Und auch fiir « € R

le'®|=1.

Lemma 19. Jede charakteristische Funktion ¢ eines W-maf3 u ist gleichmdssig stetig auf R.

Beweis. Es gilt

|eitx_]|2:(e[tx_])(e[tx_]):(e—[tx_])(e[tx_]):]_e—itx_eitx+ 1 22(]—RC(€[L’C)).
Dann

9(1) = p(5) = [E[e™ = "X ]2 = [B[e™ (= 0=0X) P E[Je™ (1= %))



wegen (1), und dann

E[leitX(l _e[(s—t)X)|2] — E[leitX|2|(l _e[(s—t)X)|2] — E“(l _e[(s—t)X)|2] — ]E[Z(l —Re (ei(s—t)X))]
=1
Dann

¢ (1) = p(s)P=2(1-Re ¢ (s—1)).

Sei nun N < co. Dann,

[1-Re ¢ (u)| = |E[1-e" )< E[1-e"*[]1= B[l -e™| Lyjen] + E| [1=e™¥] Lixjsn

<1+le|=2

<sup [1-e™ [ +2P(IX|>N).

|x|<N

Fiir Y& >0 wihlen wir N =N (¢) und §9=80(N, &) >0 s.d.

82

POXI>N) <,

82

Yu,|ul < 5o sup |1 —e“‘"l<7.
[x|<N

Es folgt, dass fiir alle & > 0, existiert §o> 0 s.d. fiir |f—s5| < 8¢ wir haben

2 2
¢ (1) = $(s)P=2(1-Re §(s=1) < sup |1 = =+ 2P (X|>N) <5+ 5 < 2%
IxISN

Wie bei der Momentenerzeugende Funktion, kann man die Momenten durch Ableitung von ¢ herleiten.

Proposition 20. Sei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X mit E[|X|"] < co. Dann ¢ € C"(R;C) mit

POI=1, PO =55H0)

=i"B[X"].
=0

Beweis. ¢(0) = E[e"™]=1. Setze e(t,x) =™ und

e™(t,x):= (i) e(t,x)=i"x"e(t,x).
ot
Dann
t
e(t,X) =e(0,X) + fo e (s,X)ds
und wir kénnen die E nehmen so

d(1)=¢(0) + JEfo’e<1><s,X)ds

aber eV (s, X)| = |iXe™¥| < |X| und E(|X]) < co, dann |e'V (s, X)| integrierbar ist bzgl. P ® %o 1.
Fubini-Lebesgue gibt uns

t
$(0=¢(0)+ [ BleM(s,x)]ds
Aus dominierte konvergenz folgt dass s - E[e'" (s,X)] stetig ist (Ubung!), dann wir haben

%«P(t) =E[e"(1,X)] = E[iXe"™ ]



und insbesonderes

Verallgemeinerung:

e(t.X) = e(O,X)+I0te(1)(t1,X)dt1
= ¢(0.X) + jo' [e<1>(o,X) + fO’ e<2>(t2,X)dt2]dt,
t I3
_ (1) (2)
= ¢(0.X) +1e (0,X)+I§ fo ¢@ (1, X)dnrd1,
= ¢(0,X) +te1(0.X) +%e(2)(O,X)+ fot fo" I(;Ze(3)(t3,X)dt3dt2dt1

S v
I
—_

k

t

= e®(0,X) +f e™ (1, X)dt,- - -dt,
0<t,-- <<t

|
k

=~

0 ~H/—-/
=(iX)k

mit |e ™ (¢,,X)| < |X|". Falls E[|X|"] < co Fubini—Lebesgue gibt

n-1
N\ I kpryk ()
s=3 B e (6.X)1dnd

wo t,+ E[e™(t,,X)] stetig ist (und dann gleichmiissig stetig). Ableiten wir n-mal

dl’l
Wd’(l)

:i"IB[x"e”X]\ _=i"E[X"].
1=0 t=0

Fiir den Fall von summe unabhéngiger Z.V. es gilt

Lemma 21.

a) Seien X1,X,... unabhdingige Z.V. mit char. Fkt. ¢x,. Seien S,:=Y ,_, Xy. Dann

¢s,() =[] ox.0).
k=1
b)
Pax+b(t) =™ ¢px(at).

¢) Insbesonderes, falls E[X;] = u fiir k> 1, dann

n
i I-r —
P (1) = €71 [ ¢x.nrn).
n k:1

Beweis. (a) Folgt aus unabhiingigkeit (da dann e, ..., ¢"™* auch unabhingig sind)

(b) Trivial.
()

. Sg—pn

¢Sz pn L .
¢Sk7;m(t):]E[el IYa ]:e—tt,un 2’I[_E[en‘n 2’(X|+~~-+Xu)] —

n
—i I-7 —
e iHn 1_1 dx (n771).

k=1

unab.



Charakteristische Funktionen einiger Verteilungen

Px d*(1)

N (u, 02) eitu—%azl‘z

Ber(p) (1-p+pe™)

Bin(n, p) (1-p+pe™)"

Poi(1) e~ He'=1)

Exp(4) (1=it/ 1)~

1=

Geo(q) 1——C]Z” nicht Ableitbarin!

Cauchy(a) e~all
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