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7 Der zentrale Grenzwertsatz
(Kapitel 7 in Bovier Skript)

7.2 Charakteristiche Funktionen

Bemerkung. Errinnerung Complexer Zahlen:

z+z" z-z"
z=x+iyeC, z*=Z=x-iy, Re(z)=x= 5 Im(z)=y= T lZP=z"7=x>+y?
e =cos(y) +isin(y Z (n' , et=e'eV, elletr=eUt2, e =1,
n>1
leP|=eYe =1, |eY=eR@,

Fiir eine beliebige mass u auf (Q, ¥)

g QoR, f(f(x)+ig( (dx) = ff (dx) +zfg f(dx).
Wir haben

| [ e +igeenmdn|< [ 1r ) +igwoludx).

Tatsichlich, wenn [ |h(x)|p(dx) < oo dann (mit Fubini)

eR

o<|[ e @[ = [ ne @) [ (o) ) = [ [ 1) (hw)* pudy) pian
Re( [ [ )y wdy ) ) = [ [ Re a0 ()" () () < [ [ 1) (hy) " 1a(dy) )
= [ Iret@) [ )iy = ([ 1ol )

Definition 1. Sei X eine reelle Z.V.. Dann die charakteristische Funktion von X definiert durch
¢ (t) = ¢px(t):= B[e™]=E[cos(tX)] +iE[sin(tX)] = IR e™ Py (dx)
mit Py die Verteilung von X.

Bemerkung. (von die lezte Vorlesung) ¢x: R — C ist (immer) wohldefiniert mit ¢x(0) =1, |px(¢)| <
¢x(t) e R falls X ~-X. ¢ ist gleichmissig stetig. Falls n-momenten existieren dann ¢ € C" und

PO=1 $7O) =g (0] ="ELXL,

=0

Falls X, Xo,... unabhingige dann ¢x,....x,=[[;_, ¢x,(1)



Charakteristische Funktionen einiger Verteilungen
Py ¢*0=Ble™]  w(:)=B[e¥]

N (u, 02) eit”_%gzt2 ezu%azzz
Ber(p) (1-p+pe' (1=p+pe)
Bin(n, p) (1=p+pe™yn (1=p+ped)
Poi(1) eHe"=1) p A=)
Exp(4) (1=it/2)™! (=-z/2)"  z<2

I-g 1-¢g

Geolg) Toger —

Cauchy(a) e l\ +00, z#0

nicht Ableitbarin 0!
Wieso haben wir ¢ () eingefiirth?

Satz 6. Die charakteristiche Funktion einer Z.V. legt deren Verteilung eindeutig fast.

Momentenerz. Fkt. y

nicht im Allgemein
1:1 1:1

Verteilungsfunktion @) W-mall el Char. Fkt. ¢

nicht im Allgemein

Momenten (M,,),

Zum Beweis von Thm. 6 brauchen wir ¢ 4 (0,52 (?).

Lemma 7. Sei X ~ A (0,02). Dann

Px(t) =exp (-t?c2/2).
Beweis. Direkte Rechnung mit komplex Integration ist leicht:

— itx ,—x2/202 dx
¢X(t)—IR€t€ WER

Oder: mit Ableitung: E[X?] =02< oo dann dxe C*(R;C) und

; i i itx -x2/2¢0
¢;’((t):IE[lXetX]:WfRef xe 120" dx

:_02%(6—x2/202)



Integration in Teilstiicken:

. 9 - D, 2
— —lo (eitxe—xz/ZJZ) = 1"to
2w a?)l/2 im0 (2ama?)1/2

=0 —to2px(t)

fR e[txe—xz/Zazdx.

Das bedeutet dass ¢: R - R ist die Losung fiir

Px (1) =~10>Px (1)
$x(0)=1

dass ist:

=log ¢x(1) =log ¢px(0) - szot sds= —%02#.

¢x(t) =exp(—-c?t?/2).

Beweis. (of Thm. 6). Setze

1 —x2/262

Do (X) ::m

die Dichte (bzg. Lebesgue) einer " (0,0%) Z.V.. Fiir ein W-MaB p auf (R, B(R)) setzen wir

Fo0) = [ Palx=y)u(dy) = (o x ) ()
Faltung

f» istdie Dichte von ¢ Y +Z, wobei ¥ ~ A" (0,1) und Z ~ p und Y, Z unabhingige Z.V. sind. Die Verteilung
von oY +Z ist u, mit

dps(x) = fz(x)dx.
Idee: Wenn 10 dann Y -0 und p, - p (schwach).

Schritt 1. (a) Zeigen wir dass p, ist durch ¢, eindeutig bestimmt. (hier ¢, (1) = fe”",u(dx)). Es gilt

(2.7T0'2)1/2pg()C) :e_XZ/ZHZLem:ma7fRpl/d(t)e[txdt

1 (xmy
Jo(x) = prg(x—y)u(dy) :WIR u(dy)f]R dre™"py4(1)

(wir kénnen die Integrale vertauschen weil [ p2(dy) [ dip14(1) =1 <o)

= ] —it(x=y)
Fubini_—Leb.WfR dtpl/a(t)fR n(dy)e

et (1)

fo‘(x) =%J‘R dtpl/o'(t)e_[tx¢/1(t)

2mo

Die Dichte f, von i, ist durch ¢, bestimmit.
Schritt 2. Sei 4: R —» R beschrinkt, stetig = Wir wollen zeigen dass

fR h(x)dp(x) = liirg) IR h(x)dps(x) = liirg) fR h(x) fo(x)dx

weil denn p ist eindeutig durch ¢, festgelegt. (Siehe auch Satz 3, Kapitel 4).



Yo >0,
[ h0dpe )= [ h0dp(x) = BI(Z +0Y)]-BIh(2)] = BL[(h(Z+ oY) ~h(Z))]

Jetz |h(aY +Z) —h(Z)| <2 supy |h(x)| und h(cY +Z) —h(Z) - 0 als 0 - 0 f.s. weil h(oY (w) + Z(w)) -
h(Z(w)) -0 fiir alle w € Q. Dann dominierte Konvergenz, gibt

El(h(cY+2Z)-h(Z))] 0.

Frage: Gegeben ¢y, wie kann man die Verteilung von X explizit ausrechnen?

Satz 8. Sei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X mit Verteilung 1.

a) Dann ¥ a<b:
T e—ita _e—itb

(@b + 2 plla b)) = 5= lim [* 22 g nyat.

I Toocod-T s

b) Falls [|¢(1)|dt < oo dann p ist absolut stetig bzlg. Lebesgue mit stetiger Dichte

p(x) =%IR e (r)dt.

Bemerkung. In die Fall » wir haben auch
— itx
d(1) = IR e p(x)dx.

In Analyse ¢ ist die Fourier-transform von p und p ist die inverse Fourier-transform von ¢.

Beweis. (a) Sei 7 >0, a <b gegeben

1 T e—ita_e—itb 1 T eit(x—a)_eit(x—b)
pr e L I e O
fe"’-‘,u(d.x)

it (x=a) _ pit (x=b)

(die Fkt (x,1) < - ist beschrankt. Dann wir konnen Fubini-Lebesgue benutzen weil das mass
p(dx) ®dr auf R x [-T,T] ist endlich)

1 T eit (x—a) _ eit(x—b)
= -— ———dt|pu(dx
Fubini—Leb.,[R 20T I—T it p(dx)
::T_h(x)
1 [T et=a) _pitx=b) T(x-a) sinT T(x-b) sinT
HE =g [ L oo [T sinry,
’ 2mJ)-1 it ~T(x-a) 20T T ~T(x-b) 2T T
Wir haben dass
. L sint © gint , . 1
lim —dt =,, dt“==.
Locod-L 2T —c0 20T T 2

(Bemerkung: die Fkt % ist nicht integrierbar! die Integral ist eine uneigentlich Riemann integrierbar)
wegen Cauchy Residuensatz, z. B. Dann

1. x>b>aoder b>a>x:

. . L sint . L sint
lim H!,(x) = lim dr - lim f dr=0.
T >0 ’ Looo J-L 20T LoooJ-L 20T
2. b>x>a:
. T . L sintT . L sint
lim H, ,(x) = lim dt + lim —dr=1.
T—oo ’ L—oooJ-L 2.77T L—ocoJ-L 2.777,"



3. x=b:

L«
lim HaT,b(x) = lim f SlanTzi.

T>oo Locod-L 2T 2
4, x=a
. T . L sint 1
TlggoHa,b(x) :nggo f-L 2.7TTdT 2
Bemerkung:

IL sint fL 1 d(cost-1) 1 cost—1|r=L

1 L cost-1
L27T L2 T 27 T |T=_L+ﬁf—L 72 dr<C.

Dazu ist HHT, »(x) beschrankt in 7 und x und wegen Dominierte Konv., erhalten wir

1 1
lim | Hy(x) pu(dx) = IR [§ﬂ<a,b> + ]l(a,b)]ﬂ(dx) =5 p(a,b}) + p((a,b)).

T—-co

(b) Sei nur ¢(¢) integrierbar. Dann (x,?) » ¢ (t)e™™ ist integrierbar auf {(x,?) € [a,b] x R}. Daraus folgt,
dass die Funktion

fx) = %IR e (1)dt

ist integrierbar auf [a, b]. Fubini-Lebesgue und Teil (a) geben uns:
e—[tb _ e—[tu

Lbf “’d’“:%ﬁg ”abe'”"dx ]W’df:%fR — Pd

T e—ltb _eita

1 1
ooz dim s [ = pndr = n((a.b) + 5 pul(a,b)),

Dann fiir alle a < b wir haben
b 1
[ Fd= (@) +5uta.b).
Fiir klein ¢ >0,

b-¢ b
» fx)dx=p((a+e,b-¢)) +%u({a+s,b—£}) <pl(a,b)) <p(a,b)) +%ﬂ({a,b}) =L fx)dx.

a

b b-¢ b
L fode=lim [ fe)dx< p((a,b)) <L fx)dx.

e->0Jda+e

Das bedeutet dass
b
L fx)dx=pu((a,b)),

und auch p({a,b}) =0. Dann f ist die Dichte von u:

Fulh) = pl(=o0,) = [ fodx.

Diese Vorlesungsunterlagen werden mit dem Computerprogramm TgXy ¢ erstellt. Wenn Sie mehr wissen mochten, gehen Sie hier : www . texmacs . org.
Wir sind immer auf der Suche nach neuen Entwicklern, die dem Entwicklerteam beitreten mochten!

These lecture notes are produced using the computer program TEXyacs. If you want to know more go here www. texmacs. org. We are always looking
for new developers which would like to join the developer team!
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