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7 Der zentrale Grenzwertsatz (fortsetzung)
(Kapitel 7 in Bovier Skript)

7.2 Charakteristiche Funktionen

Erinnerung von die letze Vorlesung.

Satz 6. Die charakteristiche Funktion einer Z.V. legt deren Verteilung eindeutig fast.

Momentenerz. Fkt. y

nicht im Allgemein
1:1 1:1

Verteilungsfunktion @) W-mall el Char. Fkt. ¢

nicht im Allgemein

Momenten (M,,),

Lemma 7. Sei X ~ (0, ¢62). Dann
Px(t)=exp (-t?a%/2).
Satz 8. Sei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X mit Verteilung 1.
a) Dann V a<b:

_e-ith

1 1. T gita
ni(ab) +5u(ab) =5=lim [ ——=—p@ad.
b) Falls [|¢(1)|dt < oo dann p ist absolut stetig bzlg. Lebesgue mit stetiger Dichte
1 ,
(%) =ﬁfR e (r)dt.
Bemerkung. In die Fall » wir haben auch
— itx
b= [ e"prdx.

In Analyse ¢ ist die Fourier-transform von p und p ist die inverse Fourier-transform von ¢.

Heutige Vorlesung.

Beispiel. Seien X ~ #/°(0,1) und Y ~ A7(0, 1) unabhingige Z.V.. Finde die Dichte von

Z=X2+Y2
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# 0. Zufallszahlengenerator initialisieren
rng = np.random.RandomState (seed=42)

N = 10000

# 1. Generiere N X und Y, die N (0, 1) sind.

X, Y = rng.randn(N), rng.randn(N)

# Streudiagramm (Scatterplot)
plt.clf()
plt.plot(X, Y, 1linestyle=”, marker=’.’, markersize=0.7)

pdf_out (plt.gcf())

# Dichtediagramm (density plot)
plt.clfO)

plt.hist2d(X, Y, bins=(50, 50), cmap=plt.cm.Reds)

pdf _out (plt.gcf())
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Beispiel. (Fortsetzung) Seien X ~ A7(0,1) und Y ~ #7(0, 1) unabhingige Z.V. Finde die Dichte von

Z=X*+Y2

Wir haben

i 2 dx @in"
¢X2(t) — ]E[etht] — etxzte x2/2 — X
[

n!

(27T)1/2

2n,-x2/2

dx

(27T)1/2
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aber wir konnen einfach zeigen dass falls |1]| < 1 dann

- dx ) d —2 4
2" x22__GX _ ax?_—x2/2 X _ 02T X
Z n'f (2ar)1/2 _fRe € (2ﬂ)1/2_fRe e Q2m)\2

___ii:_ dx 1
=(1=22)"1/2 21-2)71 — .
(=222 [ e Qr(1=22)"H)12 (122172

=1

Warum wir kdnnen die Integrale mit die }’ ., vertauschen? Weil

A" on,-x2p__dx |/1| mg=x?a_ 94X (0 aep dX
ZIR nl " (27, e Fublmf Z (Zﬂ)l/z_fRe ERRNUESUE

n=0

=0

falls |[A|< 1. Dann (x,n) ‘ ' x 2~ 12 st integrierbar bzlg. 3 ., fR dx und wir konnen Fubini-Lebesgue
benutzen.

Die koeffizient beieder Reihen iibereinstimmen, dann wir haben dass die complexe Funktion:

no=x" d
:E: n!_[ : P 27T§1/2

n=0
ist so dass g
1 1
IO =y eI
Es folgt dass
1
$z( — Px2()Py2(1) = (x2(1))"= 757 = PExp(1/2) (1)

Dann wir mussen haben dass

Z=X>+Y?~Exp(1/2)

Wir konnen auch das rechnen mit ein Anderung von Variablen.
Diese Beobachtung liefert eine sehr gute Methode zur Erzeugung einer Gau3schen Zufallsvariablen.
Lemma 9. (Box—Miiller Methode) Sei Z,® unab. und s.d.
Z~Exp(1/2), 0~ 2([0,2s]).
Setzen
X=Z'"%cos(®), Y=Z'"%in(@).
Dann X, Y unab. sind und X ~Y ~ N (0, 1).

(Ohne Beweis)

>>> import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# 0. Zufallszahlengenerator initialisieren

rng = np.random.RandomState (seed=42)

N = 10000

# 1. Generiere N Ul und U2, die Unif (0, 1) sind.
U1, U2 = rng.uniform(size=N), rng.uniform(size=N)

# 2. Transformiere Ul in Z und U2 in Theta
Z = -2*np.log(U1l) # Warum funktioniert das?
Theta = 2*np.pi*U2

# 3. Berechne R=sqrt(Z) nur einmal!
R = np.sqrt(2)

# 3. Berechne X,Y auf R,Theta
X, Y = Rxnp.cos(Theta), R*np.sin(Theta)



>>> plt.clf()
hx, hy, _ = plt.hist(X, bins=30, color="lightblue")
dx = (np.max(X)-np.min(X))/30
plt.ylim(0.0,max (hx)*1.1)
x = np.arange(-4., 4., 0.2)
plt.plot(x, N*dx*np.exp(-x**2/2)/np.sqrt(2*np.pi))
pdf_out (plt.gcf())
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Bemerkung. Die Berechnung von Sinus und Cosinus ist sehr teuer, es gibt eine andere Methode, die dies
vermeidet:

Wirf zwei unabhingige Zufallsvariablen U,V ~ 2%(0,1) bis R?= U?+ V?< 1. Dann ist
(U,V)~%({(x,y) e R%x2+y2<1})
(Wir beweisen dass nicht hier). Setze

_ 2log(R) _ 2log(R)
X_TU’ Y_TV‘

Wir haben dass X, Y ~ 47(0, 1) und unabhingig sind.

Satz 10. Transformationssatz von Integralen)
a) Eindimensionale: Sei X: Q —» D CR ein Z.V. mit absolut Stetiger Verteilung, px die Dichte. Sei
¢:D->R

stetig differentierbar mit ¢'(x) #0VxeD. Dann ¢ (X): Q — ¢ (D) hat Dichte

Lyegn)-

d
o) =Px(¢_1()’))‘d—y¢_l()’)

b) Mehrdimensionale: Seien S, T CR”, X: Q — S eine Z.V. mit absolut stetiger Verteilung px mit
Dichte py. Sei y:S - T ein Diffeomorphismus C' mit detDy (x) #+0, Yx € S. Dann ist die Vertei-
lung von y (X) absolut stetig (bzgl. Lebesgue in R") mit Dichte

Py () = px(w ™ ) IdetDy ' (1)1 ey i)

wobei

det(Dy~'(y)) =det (—) . x=y ().
i,j=1 n

.....




(Wir beweisen es nicht in WT1)

Bemerkung. Der Zusatzfaktor |det(Dt,1/‘1 (¥))| beschreibt die Transformation des Volumens (d.h. des Leb.
MaB) bei Anwenden der Abbildung y~': ein infinitesimale Quader am Punkt y mit Volumen

dy=dy;---dy,

wird durch ! auf ein infinitesimales Parallelepiped am Punkt y~'(y), das von den Vektoren

-1
Mdyi, 1<i<n

ay;

aufgespannt wird. Das Volume dieses parallelepiped ist

= |det(Dy " (y))ldy; - - -dyp.

'y dy~(y)
det( I dyy, - W, dy,

Beispiel. (Ziiruck zum letzen Beispiel) ¥V f: R - R beschkridnkt und stetig.

—(xf+x3)/2

El[f(2)]=Elf X+ Y] = [ dridef(xd+xd) S @)

Polare koordinaten:

w:(x,x) > (r,0)eD=R,x[0,207), r=(x +x2)1/2, 6 = Winkel

_ = 6
x w1, 0) = (x1,x2), {2::;0;((9)) ,
oy 1(r,0) 9y~ '(r,0)) _( cos(8) —rsin(0)
FAD or 90 _( sin(g) rcos(6) )
Ar
- _ | cos(8) —rsin(6)
det(Dy ™ (r,0)) =| Gin(p) rcos(@)‘
=r
| dxdx,=rdodr |
X1
—(xt+x3)/2 -r22
_ 2,.20¢ _ ¢ 2
BIA2)1= [ 0+ ) Sy—dridxy f[o’mxm Ty (r)rdodr
2 e ERTA e=2/2

—_—— =2rdr
=2

Dann die Dichte von Z = X2+ Y2 ist gegeben durch

P
p(z)= 5 1r. (z),

dass ist Z~Exp(1/2).



Bemerkung. Allgemeiner: Seien X, ..., X, iid /#°(0,1) Z.V. Die Dichte von
Z=X}+---+X?
ist
—z/ZZn/Z—l

e
Pn(2) —Wﬂao (D

wobei

I'(a):= Iom et 1ds,

ist die Gammafunktion. Die Dichte (1) der sogennante y2-Verteilung (wichtig fiir Statistik).

Intuitiv:
) ot xi) /2
E[f(Z R,,f : +Xn)wdxl' --dx,
e’ 2/2 .
e
= [, 10 Gy Gl

wobei, mit V,(r) =Volumen einer Kugel mit dem Radius r in n Dimensionen,
Va(r)=C,r", Vo(r+ Ar) =V (r)=Cor" ' Ar + o(Ar).
Dann mit z=r2, dz=2rdr
__ G -2/2 nj2-1
BU () =55 25 ) S0 2 e
und mit f(z) =1,

1= E[f(Z)] =LJ‘R e—z/ZZn/Z—le

220 )"/?
=2"2T"(n/2)
Dann
C, = 2(20)M?
202 (n/2)
und

- - @ -z/2 n/2 1
Elf(2)]= 2T (n /2f f(z)e dz.

1:1
Wir wissen dass ¢x «<— Px. Man konnte hoften, dass falls ¢x,, ¢x,,... konvergiert gegen die char. Fkt. von

X, dann auch X, X, ... konvergiert (schwach) gegen X.

Satz 11. Seien X|,X5,... Z.V. mit char. Fkt. ¢\, p»,... Falls
limg,(t)=¢ (), VieR,

P
wobei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X ist, dann lim, ., X, =—X.

(Das beweisen wir am Freitag)

Diese Vorlesungsunterlagen werden mit dem Computerprogramm TgXycs erstellt. Wenn Sie mehr wissen mochten, gehen Sie hier : www . texmacs. org.
Wir sind immer auf der Suche nach neuen Entwicklern, die dem Entwicklerteam beitreten mochten!

These lecture notes are produced using the computer program TgXyacs. If you want to know more go here www . texmacs. org. We are always looking
for new developers which would like to join the developer team!
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