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7 Der zentrale Grenzwertsatz (Ende)
(Kapitel 7 in Bovier Skript)
Erinnerung an die letze Vorlesung

Satz 11. Seien X,X»,... Z.V. mit char. Fkt. ¢, ¢p2,... Falls

lim¢,(1)=¢(), VteR,
k)
wobei ¢ die char. Fkt. einer Z.V. X ist, dann lim,,_, . X, —X.
Lemma 12. Sei ¢ € C*(R) mit $(0)=1, ¢'(0)=0. Dann

lim [¢(#)]"=exp(%¢”(0)ﬂ), teR.

n—oo

Satz 13. (CLT) Seien X1,X»,... iid Z.V. mit E[X;] = pu, Var(Xy) = %< oo, Dann konvergiert

1 n
Zrle; (X — )

in Verteilung gegen eine N (0,1) Z.V., d.h. fiir se R,

-x2/2

. 1 < s e
nll_)rgP m; (Xk—u)Ss)—j_oo (27r)dx'

Heutige Vorlesung

Beispiel. Sei X, ~ % ([-n,n]) dann fiir alle te R

t=n _eitn_e—itn t#o
- 2imm

. noodx 1 ™
_ _ itXn1 itx 2
¢n(t) = ¢x, (1) =E[e ]-I ¢ T 2n

-n

t=-n

. 0, falls 1 40,
,}LTO"’"(”:"’(”:{ 1 falls 120

Aber Satz 11 gilt nicht hier, weil ¢ ist nicht eine char. Fkt., d.h. keine Z.V. X hat ¢ als char. Fkt. (z.B. ¢
ist nicht stetig). Die Problem ist: die Folge (X},), convergiert nicht (in Verteilung).

Wir haben fiir alle L >0
limP(X,e[-L,L]) = lim £=0.

n-co n-oco N



7.5 Stabile Verteilungen

Seien X1, X»,... € £'iid. Z.V. (mit E[X;] = p) Sei
Si=) X
k=1

Frage: Wenn

£ i= SnHT (1)

n?

konvergiert, als n — oo, gegen eine nich triviale Z.V.? (d.h. nicht 0 oder +o0).
Aus CLT: falls Var(X;) =o%< oo =y =1/2 und
= )

ST 4 0,1),

nl/zg n— oo

Aufgabe. Zeigen dass falls Var(Xy) < oo und y >1/2 dann &, — 0 in W-keit (und dann in Verteilung).

Welche andere Moglichkeiten gibt es falls Var(X) = +oo?
Sei pe(0,1), setze

n=|pn]+n-|pnl).
N—_——

—_—

= Pn =qn
Wir haben p,/n—pund g,/n—>¢q:=1-palsn— co.
Dn qn

S,,=ZX/<+ZX/<, Xk =Xp,,+k~

(Xt)k-=1,...,p, und ()?k)k 1,...,q. Sind unbhingig. Unter Skalierung (1), erhalten wir (OBdA p =0)

,,,,,

Pn y qn
__ ypn Zlek+anZ
= TP om YZ yz =p pr T T gr
—>] -1
@ o, D “ g D
Falls &, — Z, wir haben auch Zk:; X 77, qu:; X~ 7 gegen die dasselbe Verteilung.
Sn - v Zkll Xk V4 Zk”:] Xk
Pyl P = t 49 ——
Dn qn p+q=1,p,q=0.
\) \) \)
VA = pVZ] + quQ

wobei Z1,Z, ... ~Z und unabhingig sind. Sei ¢ die char. Fkt. von Z. Dann

¢z(t) = E[e™] = E[e" P72 | —=E[e"" ] E["' "] = $2(p"1) ¢2(q" 1), ©)

unabh.
firalleteR,p,qe(0,1)s.d. p+g=1.
Beispiel. ¥ =1/2 und ¢(1) =exp(-t>/2):
d2(p"1)pz(q71) =exp(-p*1?/2)exp(-q*"1*/2) =exp(—(p + q)1*/2) =exp(~1?/2) = p(1),

mit Z~ N (0,1).



y =1 und ¢z(¢) =exp(-alt])

¢z(p7t)pz(q”t) =exp(—ap” |t))exp(-aq? |t|) =exp(-alt]) = ¢pz(1).

mit Z ~ Cauchy(a). Sie haben auch
Cauchy (a) + Cauchy(a)

Cauchy(a) + Cauchy(a)

2

Schauen wir uns ein konkrete Fall:

Lemma 15. Seien a € (1,2), Re (0, 00). Seien X1,Xo, ...
Dichtefunktionen

1

P(x)=CW,

Dann X, € " aber X ¢ $°, und ¢x, ¢ C* und

=Cauchy(2a)

= Cauchy(a)

wenn |x| > R.

dx.(t) =1 +imt—clt|* + O(1?),

Siir t =0, mit m=E[X;] und
c _CI 1 —cos(

|a+l

Beweis. Fiir t#0,

€ (0, 00).

dx (1) —1—imt= IR p(x)(e™ —1—itx)dx

3 (™ —1-itx)
_CIR Mde+IR (p(x)—C

|x|°’+]

=0, fiir [x|>R

3 (e™—1-itx) R 1 PR
_CIR —dx+f_R(p(x) C—|x|a+1)(e 1—itx)dx

|x|1+a

ll‘X
th
-C f

|x|l+a
u=xt R |u |1+a
CItI“ (cos(u) -1
sym. |u|1+a

Es folgt, dass fiir

O (t2x2)fiir t—-0

X+ O0(1?)

W) qu+ 02

)du+0(z2)

n
§n = Z Xi—mn,
k=1

b5, (=[] xiom() = (1=clt]* + O(t))"
k=1

G105, = (1—cln™/“ 1] + O(n™?*1?))" = (1

—n~lelt|* + n7270(1?))" > exp(=c|t|),

)(e”x— 1—itx)dx

iid Z.V. mit absolut stetigen Verteilungen und

n— oo,



Satz 11 und diese Rechnung implizieren
Folgerung 16. Seien X1,X>,... i.i.d Z.V. wie in Lemma 15. Dann,

—l/ag 2
n n > He,a
n-oo

wobei (1., ist die Verteilung mit char Fkt
Ge.a(t) =exp(—clt]®).
Definition 17. Seien a € (0,2], me R, Die W-mafle mit char. Fkt.
¢(t) — eimt—cltl”
c € (0, 00) heiffen symmetrische a-stabile Verteilungen mit Mittelwert m.

Beispiel. /7 (0,1) und Cauchy(a) sind stabile Verteilungen mit ¢ =2 und a =1.

Bemerkung. Bis auf @ =1 (Cauchy) und a =2 (Gauss) sind die a-stabile Verteilungen nich sehr explizit.
Aber fiir |x| - co fallen deren Dichte wie |x|~!~% ab. Es gibt Verallgemeinerungen fiir den nicht symmetri-
sche Fall auch.

Lemma 18. Falls Z1,Z, ~ ji., sind a-stabile und unab. dann
Z=p"Z1+q"Z,

mit y =1/ a ist auch verteilt als 1. 4.

Beweis. Wir haben ya =1 so
dz(t) =Pz, (p" 1) Pz,(q7 1) =exp(—cp”“|t|*)exp(—cq”* [t|*) =exp(-c (p+q) [t|*) =exp(—c [1|*)

dh. Z~ py.,und dann Z~Z ~ Z,. O
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