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In der letzten Vorlesung haben wir gesehen:

¢ MaBeindeutigkeit und Erweiterung von MaBle, Lebesgue-Mal3, Zahlmal.

1 Integration

Ndichste Ziel. Wir wollen Funktionen gegen Masse integrieren und Erwartungwerte von Zufalls-
variablen berechnen.

Endlich Situation. Sei Q endlich und f: Q — R eine Abbildung so dass f(w) die Auszahlung in
einem Spiel ist, falls das Ergebnis w ist. Dann ist die erwartete Auszahlung pro Spiel durch die
Summe

[ fdP= f@)P(w)

weQ

gegeben.

f(Q) (Bild von Q durch f) ist auch eine endliche Menge, dann f(Q) = {xy,...,xy} € R. Offen-
sichtlich konnen wir auch schreiben:

N

N
Y fl@Plon=) Y flwP {w}AddZ P({w€Q|f(w)=xi).

we k=1 weQ:f(w)=xk k=1

Einwenig allgemeiner kann mann das Integrale [ fdP so definieren.

Definition 1. Sei (Q, %, P) ein W-raum und f: Q - R eine Funktion, die nur N verschiedene
Werte x1,...,xy annimt. Dann ist

[ fap:= Zka({weQIf =)

genau dann definiert wennf_](xk) ={weQ|f(w)=x}€F fiirallek=1,...,N.

Bemerkung. {f‘] (xx):k=1,...,N} ist eine Partition von Q.

Definition 2. Sei (Q, F) ein Messraum, f: Q — R eine Funktion. Dann heifit f messbar bzgl. %,
genau dann wenn

(f<x)={weQ: f(w)<x}=f((-c0,x])eF, VYxeR.



Eine reellwertige messbare Funktion auf (Q, ¥ ) heifst eine Zufallsvariable auf (Q, F ).

Problem von Def. 1: die Summe von der Funktion f abhéngig ist = unpraktisch = eine Allge-

meiner Formel ist gesucht!
D.h.: wir suchen eine Definition des Integral, die nicht von der specifichen Form der Funktion f
abhingt. Z.B. wir wollen nicht annehmen, dass es nur endlich viele Werte annimmt.

Bemerkung. Grundlegende Eigenschaften des Integrals. Sei I: € - R eine Abbildung von die
Linearraiim &€ der Funktionen f: Q — R mit endlich viele Werte mit Eigenschaften:

o Linearitit: Fiir alle a, € R und f,g€ €,

I(af + Bg)=al(f)+ BI(g).

o Positivitat: Falls f >0, dann I(f) 0.
o Stetigkeit: Falls f, ~ 0 dann /(f,) Nv0. (Kovergenz von oben)
I heil3t ein Daniell Integral. Offensichtlich ist f - fQ fdP ein Daniell Integral. (Ubung).

Fiir allgemeine Funktionen wird man so machen.

a) f =0: Approximation mit monotone Folgen (f,), = f,1f [steigende Funktionsfolge, Kon-

vergenz von unten]
f fdP:= lim [ £,dP = sup f f,dP
n— oo

n—>oo

(das folgt wegen Positivitit)

— i 1 k.

b) In positive und negative Teile zerlegen. f = f, - f~ mit f, >0. Falls [ f,dP wohldefiniert
sind dann

f fdP = f fdP - f f.dP.
1.1 Messbarkeit

Allgemeine Definition einer Messbare Abbildung.

Definition 3. Seien (Q, F) un~a’ (S:), F ) zwei Messrdume und f~ Q - Q eine Funktion. Dann heif3t
fmessbar von (Q, ¥ ) nach (Q, %) genau dann, wenn YVBe ¥,

fliB)={weQ:f(v)eB)eF.



Auch nennen (¥, F Y-messbar, ode auch ¥ -messbar.

Beispiel. Sei Q ein diskreten Raum und # = % (Q). Dann ist jede Abbildung f: Q — Q' messbar.
Wie kann man diese Eigenschaft tiberprufen?

Lemma 4. Sei ¥ eine g-Algebra und - Q — Q. Dann ist das Mengensystem

A={ACQ|f N (A) e F)}

eine o-Algebra.

Beweis. (a) f1(Q)=QeF =>Qe A.

b) (D) =0eF =>De A

(©) Sei Ae A= F1A) = {weQlf (w) EA) = {weQlf(w) €AY = (F(A) e F = Ac A
(d) Seien A1, A,,... € A =

S Unz1A0) = {0 €Q|f(0) EUz1An} = Uns {0 €Q|f (w) €A} EF

NV
EF

Dann erhalten wir U,»14, € /. O

Folgerung 5. Falls € ein Mengensystem ist, s.d. (€)= . Dann fist messbar wenn f~1(C) €
F,VCe®.

Beweis. Sei A={AcQ |f‘~1 (A)e F}. A isteine o-Algebra wegen Lemma 4. Aber € C A=
c(€)=F CA,dh. VA F,f (A eF. O

Folgerung 6. Seif:R — R eine stetige Funktion. Dann ist fmessbar als Funktion von (R, B(R))
nach (R, B(R)).

(Erinnerung: das Urbild von offenen Mengen unter stetigen Abbildungen ist eine offene Menge.)

Beweis. Da %B(R) durch offene Mengen erzeugt wird (per Def.) und f~!(offene Menge) ist eine
offene Menge aufgrund der Stetigkeit von f, dann die Behauptung folgt aus Folgerung 5. O

Definition 7. Sei f: Q — (Q, ) eine Funktion. Die von f erzeugter o-Algebra, bezeichnet mit

o (f), ist die kleinste o-Algebra A von Q dass f:(Q, A4) - (f), ?) messbar machen (auch A-
messbar gennant). Es gilt




Beweis. Sei B eine o-Algebra, dass f 9B-messbar machen. Dann fiir alle A € F gilt f~1(A) e B.
Aber f‘] (A) € A. Dann A C 3B und es folgt dass A =Ng B’, wo die Durchschnitt fiir alle o-
Algebren ist, dass die f messbar machen. O

Beispiel. Sei Q=[0,1]und ¥ =0({[0,1/2],(1/2,1]}) dann die Funktion f: Q - R

[0 wel0,1/4)
f(“’)‘{3 well/4,1]

nichts % -messbar ist. Und o (f) =0 ({[0,1/4],(1/4,1]}) + F.

1.2 Definition des Integrals

In diesen Abschnitt werden wir die obige Diskussion prizisieren. Wir definieren (konstruieren)
eines allgemeines Integral und auch beweisen wichtige Sétze, die uns Limes und Integral vertau-
schen lédssen.

Wir werden nur die obigen drei Eigenschaften des Integrals verwenden (Lin, Pos, Ste).

Wie oben vorgeschlagen, zuerst fangen wir mit einfache Funktionen an.

Definition 8. (Einfache Funktionen) Eine messbare Funktion g: (Q, ¥ ) —» R heifit einfach, falls
nur endliche viele Werte annimt , d.h. §f(Q) <co. Dann 3xy,...,x,€R s.d. x;#x; falls i # j,

A=f ) ={weF |g(w)=xd €F, AnA;=0 fallsi+j, UM Ac=Q,
und schreiben wir

n
8(0))=Zxk]lAk(a)), w€E Q.
k=1
Bezeichnen wir

& :={Menge einfacher Funktionen}

&, :={Menge positiver (20) einfacher Funktionen} C'§

Definition 9. Sei (Q, %, u) ein Mafiraum (nicht notwending ein W-raum) und

gw)=) xla(w)
k=1

eine beliebige einfache Funktion. Dann setzen wir

n
fQ gdpu= xpp(Ap).
k=1
der Integral von g gegen u aus Q. Wenn =P ist ein W-Maf; ist, dann bezeichen wir auch

E(g):= [ gdP

die Erwartungswert von g bzg. P.



Bemerkung. Wir bezeichnen das Integral auch als
f gdu= f g(w)dp(w f 8w
um die Abhéngigkeit von der Integrationsvariablen w € Q anzuzeigen.

Definition 10. (Integral) Sei f >0 messbar. Dann

ffdu_ sup fgdueR>oU{+oo}
g<f:g€¥€,

Fiir allgemeine Funktionen, konnen wir schreiben

f(0) =1fw)s0f (@) + L) <of (w).
=fi(w) =—f_(w)

D.h. die Zerlegung von f in positive und negative Teile betrachten.

Definition 11.

o Seif:Q— R messbar mit fo+du<+oo oder fo_d,u<+oo. Dann

[ fdu={ fan-[_ ran.

o FEine (messbar) Funktion f heifit integrierbar falls

[ irdu={ fdp+ [ fdp<co.

(weil |f (w)|=fr(0) + f-(w

e L'(Q,F, 1) = Raum integrierbare Funktionen (ein Vektorraum).
Bemerkung. Sei p> 1. Wir konnen definieren die Raum der L”-integrierbare Funktionen als
LP(Q,F,u) {f Q - R: f messbar und f |f|pdu<+oo}

Beispiel.

o f(x)= %(x) is nicht Lebesgue integrierbar auf Ry = [0, o0), d.h. integrierbar bzg. das
Lebesguemal3 dx auf der Messraum (R 5o, B (R s0)).

Warum? Idea: finden ein positive einfache Funktion 4 s.d.

0<h(x) <

sin(x) ‘

und auch fo oo) (x)dx = +oo. Wir haben

n

e g(x)=1/x1is nicht Lebesgue integrierbar auf Ro=[0, 1].



Fragen:

e Linearitit des Integrals?

f o ef+Bg)du
o Konnen wir der Integral und Grenzwert vertauschen?

im J it

n—oo

Wichtige Sitze:
1. Satz der monotone Konvergenz
2. Fatou'sche Lemma

3. Satz der dominierte Konvergenz

Satz 12. (Monotone Konvergenz)
o Sei (Q, %, ) ein Massraum, f >0 messbar.
o Sei0<fi<fo<---<fs.d (f, messbar)

limf,(w) = f(w), Ywe (punktweises Limes)

n—oo

Dann

[ fan=1im | fdp=sup | fdp.

n—0o0

Beweis. (a) f,, < f dann

) ffndu—g<zl;r;g f gdu< g<]§l?e’g fgdu f fdpu
us

ffnd,u<f fdu,Vn:>hmsupf fnd,u<f fdpu.

n—0o0

(b) Nahme ein beliebiges 7=/, hxla, € €, s.d. h<f und ein beliebiges 0<a < 1.
Z.z.

lim fndu >af hdp.

n—oo

Sei E,={weQ|a-h(w)<fy(w)}. Daa<lund ,,1f, E,CE,;+1C---und U, »1E,= Q. Wir haben
E, Q.

Sei i, (w) =ah(w)1g,(w), dann h, < f,.

:>f fnd,u—g<;ugp;g f gdy>g<hsnugzg+f gdu= f hdu az hrp(AgNEy)

Aber AyNE, 7Apalsn— oo (weil E, 7 Q) = pu(AynE,) - u(Ay) als n—» oo wegen die stetigkeit

von die MaB} u (oder die o-Additivitdt). Dann, als n — co wir haben

aZ It (AN Ey) —>az e (Ag) = f hdp.
k=1 k=1



Deshalbs,
liminf anduzafghd,u, Ya<1,he®, mit h<f.

n—oo

=liminf du>supa- su hdu = du.

=1 Jofdu

Konsequenz: Wir Konnen eine explizite konstruction angeben fiir der Integral. Sei f >0 und setze

n2"-1

o= Z Fﬂ(weQ:Z‘”ksf(w)<2‘"(k+1)} +nl{weq: f(w)zn)-
k=0

Frage. Warum k=0,...,n2"-1? Weil:

k=n2"-1=[27",27"k+1))=[n-27",n)

Das ist

Uk=o0,... n2n-1[27"k,27"(k + 1)) = [0, n)
aber z.B.

Uk=0,...,27-1[27", 27" (k + 1)) =[0,1)
nicht gut.

Wir haben f,, < f und f, < f,,+1 (Denke!)

n2"-1
. 5 k k k+1
Jo = tim [ = fim |+ 3 (e <r <25

Bemerkung.

a) Es ist nicht schwerig zu sehen, das das Integral eine linear Operationen ist: Yf,ge L' (Q,
F.u),a,peR:

|, (af+ pordn=a|_ fau+p[ sdn.



(Ubung, siehe Boviers Skript)

b) Wieso ist Riemann-Integrale nicht immer gut? (Riemann Integral ist tiber Treppenfunk-
tionen angenihert und sie erlauben in Allgemein keine gute Anndherung)

e SeiQ=[0,1], £: Q—[0,1]

|1 falsweQ
“’Hf(“’)‘{ 0 fallsw e R\Q

Sei g =1-f. Die einzige Treppenfunktion unter f ist 0 (das gleich fiir g) =
(Unten)-Riemann Integral von f oder g =0 aber f + g=1 and Riemann Integral
von 1 =1. = Linearitét ist ein Problem.

o Fiir Lebsegue Integral f[o 1/ (@)dw=0und f[o n8(@)dw=1.
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