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In der letzten Vorlesung haben wir gesehen:

o Messbarkeit, Zufallsvariablen, Einfacher Funktionen, Integration, Monotone Konvergenz.

Massraum (W-raum) (Q, %, u). Einfache (¥ -messbare) Funktion g: Q - R
n
g(w)=) xda (o)
k=1
Integral von g gegen einem Mal} y iiber die Menge €Q:

Lﬁwmmw=;mmm»

Erweiterung: f: Q - R positive messbarer Funkion

fdp:=sup gdueR uU{+o0}.
IQ g<f:ge¥€, IQ
fQ-R

[ rdws=[_fedu-_ran
falls [, fidpu<oco oder [, f-du<co. f istintegrierbar wenn
fQ fldp = fQﬁdu + fo_d,u <o,

LY(Q, #F, i) = Vektorraum integrierbare Funktionen.

Wichtige Sitze:
1. Satz der monotone Konvergenz
2. Fatou'sche Lemma

3. Satz der dominierte Konvergenz

Satz 1. (Monotone Konvergenz)

o Sei (Q,%,u) ein Massraum, f 20 messbar.
o SeiOLfi<fo<---<fs.d (f, messbar)

limf,(w) = f(w), Ywe (punktweises Limes)

n—0o0

Dann

[ fdu= 1im [ fidp=sup [ fdn.

n—oo



1 Integration (Fortsetzung)

Bemerkung. Falls (f;), ist eine Folge messbare Funktionen dann

sup fu, rllr>1€ Jn

nx1

messbar sind. Ubung. Sie mussen zeigen dass

{w e Q:sup f,(w) <x} eF

nxl
fiir alle xe R.

Eine Folgerung ist dass liminf f;, limsup f,, und auch lim f;, messbar sind.

Lemma 2. (Fatou'sche Lemma) Sei f,, >0 eine Folge messbare Funktionen. Dann

liminf f,d s < 1iminff fudp.
n—oo Q

n—oo

Beweis. liminf,_, ., f,, = lim;_, » (inf,>f,,) (wachsend in k). g := (inf,>if,,) (gx)x mit gi.1> g >0.
Wegen Lemma 1:
o Hmind s = f Jim gsdp= fim [ g

Aber wir haben dass gi < f;y fiir all m>k dann [, gxdp < [, findp fiir alle m >k und

<i .
ngkdu ;;Igc Qf’"d'u

Deshalbs
min = i f < Jim (1nt [ ) =timi [ i
Was war zu zeigen. O

Gegenbiespiel. Fatou'sche Lemma ist optimal. Q =R, ¥ =%B(R),dpg=dx (Lebesgue Mal)
e ,Mass nach +oo“.

Jux) = 11[11,'1+1](x) limf,(x) =0,

n—oo

fan(x)dx:I aber f lim £, (x)dx = 0.

n— oo

=0,v¥xeR

e ,,Mass nach 0.

fulx)= %e‘" g

f(x) = limf,(x) = R - RsoU{+o0} = R,.

n—oo

0 falls x#0 _
+o0o  fallsx=0"



Dann f,, - 0 fast iiberall, weil p({0}) =0. Das MaB u ,,sieht” die Menge {0} nicht!
[ofimax=1, [ fode= [ Lor0f@dx=0,

lim [ f(x)dr=1 aber f lim f, (x)dx = 0.

n—oo n—oo

=0,YxeR
Bemerkung. Sei A ¥ s.d. u(A°) =0 undfeLl(Q, ¥, ). Dann, falls f>0:

fdu= | Lafdu=sup [ gdu= sup [ edu=0,
g<Lyef g< fauf A°
gcé, g€,

weil, fiir g€ €,

0< Lc gd i < (max g) u (A°) =0.

Das Gegenbeispiel hieroben zeigt, dass der Austausch von Grenzewert und Integral nicht
immer moglich ist und man vorsichtig sein muss!

Fiir den letzen Satz, brauchen wir eine Definition.

Definition 3. Eine messbare Folge (f,,),>1 Kovergiert u-fast iiberall gegen eine messbare Funk-
tion f, falls

0.

. c
ul(Jimp=r)')
Falls u ein W-map3 ist, dann ist das dquivalent zu
li =f)=1
n(limf=1)
und wir sagen auch, dass die Folge konvergiert u-fast sicher.

Bemerkung. Versuchen Sie als Ubung zu zeigen, dass die Ereignis
{ limfn:f} = {a) € Q: lim f,(w) =f(a))}
n—oo n—oo

messbar ist (d.h. gehort zu %), falls (f,,), und f alle messbare Funkionen sind. (Hinweis: zuerst
zeigen Sie, dass limsup;,—, o f, und liminf,, -, f,, messbar sind und dann, dass

{(f=h=g}={weQ: f(v)=h(w)=¢g(w)}
messbar ist, falls f, 4, g messbare Funktionen sind.
Satz 4. (Lebesgue's Dominierte Kovergenz Satz)

° Sel (fn)n}l;anLl(Q, ya #)) Vn> 1;

o fmessbar s.d. lim,_,f, =f p-fast iiberall;



o Nehmen wiran, 3g>0, g€ L' (Q, F, p) s.d. fiirallen>1,
Ifn(w)<g(w), u-fast iiberall.
Dann,feLl(Q,?,u) und
fgfd”:,}i_)nf}ofgf"d“'

Beweis. (a) Zuerst nehmen wir an, dass alle Bedingungen iiberall (nich nur u-fast iiberall) gelten.
Dann auf die ganze €,

1= lim Ifil<g= [ 1fldn< [ gdu<oo
dh. feL'(Q,F, p). Dazu,
fn=FIS Il +1f1<28
und |f,,— f| - 0 als n - co punktwise. Fatou'sche Lemma dann gilt

2[ gdu =, lim 2g=Ify=fiidp = [ timinf 2g—1f,~ /)
%

< liminf [ | (2g=1f,~fNdp=limint ([ 2g)dpu- [, 1fu-fidn)

thou n—00

:f (2g)dpu— 11msupf Ifn—fldp

n—oo

Dann

o<11msupf fum f|du<0=>11msupf fu=fldpu =0.

n—oo n—>oo

Uﬂfd#_fﬂf”d#

=Sl <E=f) <Uf =il == [ = fuldu< [ (F=Fdu< [ 1F = foldp

Wegen Linearitit,

=|[, = fodu|< [ 1f = fildu o0,

Lin.
weil

Wir schlieflen daraus

R T

(b) Sei
A={weQ|( lmfi(@)=f(@)) A (n ) <g)}.

n—oo

A is messbar (Ubung!). Die Annhamen bedeuten z(A€) =0. Sei ﬁ, := f 14, f::fﬂA. Der Satz gilt
fiir fn, f wegen Teil (a), weil die Bedingung sind iiberall erfiillt. Dann

lim [ fdu= ffdu.
n—oo

[Fudu= [ frdn==[ filadu=0 wnd | fdu-{rdu=]_ fisdu=0,



weil p(A°) =0. Was war zu zeigen. O

1.1 Abbildung von MaBen
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X (Q,F)> (f), F ) eine messbare Abbildung (eine Zufallsvariable wenn Q= R)
Definition 5. Sei y ein Map auf (Q, F). Dann
px(A) = p(X1(A) = p({w € QX (w) €A})

ist woldefiniert fiir alle A € F und 1x ist ein Mafs auf (Q, F) (z.Z.), das wir nennen Bildmaf3
durch X von p.

Falls (f), ?) =(R,B(R)) und p=P (W-Maf3), dann Px heifit die Verteilung der Zufallsvariable
X.

Wir bezeichen auch px = 20 X~ (Verkettung von Abbildungen). Zu ziegen dass jix =y o X! ein
MaB sein. Sehe Aufgabe 4 in Blatt 3.

Wir haben (Q, &, P) ein abstractes W-Raum. (R, % (R), Px) ein konkretes W-Raum (hier wird
gerechnet, z.B. mit Lebesgue Integral und Infinitesimalrechnung) mit der Eigenschaft

fQ X(w)dP(w) = fR xdPyx(x).

Ziegen Sie dass, es gilt auch (mit Y(w) =f(X(w)), Y =fX: Q> R)

[ FX(@NdP(w)= [ () dPx(x) = [ ydPy(y)

fiir alle (Borel-)messbare f: R —» R (Siehe Aufgabe 4 in Blatt 3).
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Bemerkung: f~': (R) - P (R) ist die Inverse von f im Sinne von Mengen (auch Urbild).
Statt mit Q ist es leichter mit MaBe auf Bild(2) CR zu arbeiten: Pr=Po f -1



[ @)dP @) = [ () dPsn).
(Erinnerung von Vorlesung 4)

Definition 6. Die Verteilungsfunktion F:R — [0, 1] von f (oder von Py) ist definiert durch

Fx)=P{weQ|f(w)<x})=P(f1((-00,x])) = Pr((-c0,x]).

Bemerkung.
e Fistvon P und f abhingig aber auch durch P, eindeutig gegeben.

o Fist wachsend, rechtsstetig und definiert Py
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