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In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen:

e Wichtige Sitze iiber das Integral: Monotone, Dominierte Konvegenz, Fatou'sche Lemma; Abbil-
dung von Malle, Verteilung von eine Z.V.; Verteilungfunktion.

2.1 Beispiele von Zufallsvariablen

a) Diskrete Verteilungen

Sei (Q, F,P) mit Q diskret (d.h. abzdhlbar), ¥ = % (Q) und u ZahlmaB, d.h. p({w}) =1 fir alle w € Q.

Fur f: Q - R integrierbar bzg. p wir bezeichnen

Y fw)=[_fopdo).

we
Sei p: Q- Ryqs.d.
Z plw)=1.
we
Dann
P(A):=) plw)

weA

ist eine W-maB auf (Q, %), s.d. P({w}) = p(w). Alle W-maBe auf (Q, ¥ ) haben diese Form. Wir nennen
p die (diskrete) dichte von P bezuglich p.

Im folgenden sei Q=R und ¥ = B(R). Wir geben einige Beispiele fiir Zufallsvariablen.

2.1.1 Dirac-Mass: 6,

Das Dirac-Mass &, an x € R ist definiert durch

1, A
6X(A)=1]~(XEA}={ 0 ;C;A

Die Verteilungsfunktion von &, ist

1 2
F(x)=5.x({y€R5y<X})={o’ ;<§g
T ¥ L PO rT
Z I an
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2.1.2 Bernoulli Verteilung: Ber(p)

Die Bernoulli Verteilung mit Parameter p € [0, 1], Ber(p) ist gegeben durch
Ber(p) =pd:+ (1-p)So

Die Verteilungsfunktion ist (monotone wachsend, rechtsstetige)

\

(R F o BrEn

Sei X die Z.V. definiert durch

{ X{Kop =1 = By=Ber(p)

X(Zahl) =0
oder, wir bezeichnen X ~ Ber(p): ,,X Verteilt as Ber(p)“.

2.1.3 Binomialverteilung: Bin(n, p)

Wir betrachten einen n-maligen Miinzwurf. Ergebnisraum Q = {Kopf,Zahl}". Sei
X:weQr X(w)=,#Kopfin w“eN.
Dann X(w) €{0,...,n}. Falls die n Miinzen ,,unabhédngig* gewurfen sind (spiter besser zu definieren!) =

P(X:k):(’;)pk(l—p)"‘k, k=0,....n

Hier:

(n) n! |00000'~'0000 |000~"000|
T

k

n—k)'k! —k—— —n-k—

Und
Bup=y ()p'(1-p s
k=0
is die Bin(n, p) Verteilung (aus (Q, 2 (Q))). Wir schreiben X ~ Bin(n, p) = Py.
Erwartungswert E[X] von X? Sei X ~ Bin(n, p), dann

E(X]= [ xPud0 =Y (})pt(1-p)*e=np.
k=0



2.1.4 Poisson Verteilung: Poi(4)

Sei A >0. Betrachten wir viele Miinzwiirfe (n — oo) mit sehr geringer Erfolgswahrscheinlichkeit p=1/n—
0. Nehme die Binomialverteilung Bin(n, 1 /n) fiir n> A (klar!)

L A Ak 2R
Vke Z;o, Bn’l/n(k)=[ﬁ]ﬂaﬁ(l_7) —)HE A als n— oo.
]

—— "
Die Poisson Verteilung mit parameter 1, Poi(4) ist gegeben durch
L
Poi(1):= ) 3¢ "

k=0

Ubung: Erwartungswert von N? Sei N ~Poi(2), dann

Bemerkung.

e Es kommt vor z.B. beim Nuklearzerfall. In Situationen, in denen wir seltene zufillige Ereignisse
zdhlen, die mit konstanten Raten 4 (z.B. Ereignisse pro Sekunde) auftreten.

e Hier haben wir ein Grenzwert einer W-Mal. In welche Sinn ist die Kovergenz? (Antwort: Siehe
spater...).

2.1.5 Geometrische Verteilung: Geo(q)

Sei g€ [0, 1). Dann ist die Geometrische Verteilung mit Parameter g durch

Geo(q) =) (1-4)q"5,
n=0

gegeben.

Beispiel. Kommt vor beim wiederholten Miinzwurf: Q = {Zahl, Kopf}* (justify).
X: Q- N, wrX(w)=,ersten Zahl s.d. Miinzwurf ergibt Zahl.“
PX=k)=(1-¢q)g*', k>1.

mit g =1/2 falls dir Miinz fair ist.

b) Absolut stetige Verteilungen (bzg. Leb)

Definition 1. Sei p: R — R eine messbare positive Funktion mit
IR p(x)dx=1.
Dann, ist ein W-Mafs P auf (R, B(R)) definiert durch
P(A):= L p(x)dx= fR Lix)p(x)dx, AeB(R)

Wir nennen P W-Maf3 mit dichte p bzg. Lebesgue. Die Verteilungsfunkion F von P ist

F(1)= f_’oo p(x)dx.



Falls p stetig ist, dann F ist eine stetige differenzierbare Funktion und F'(t) = p(t).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass P ein wohldefiniert W-MaB ist. Offenlich P(R)=1 und P (@) =0. Dann
P(A°) =1-P(A). Fiir die o-additivitit wir bemerken das fur paarweise disjunk messbaren Mengen (A,,),:

P = Topmpwdr=[ Y 1y,0pw

n=0

:f llrr;o[z 1a,(x)p(x

(Monotone Konv.)

N
R Z() 1a,(x)p(x)|dx

Definition 2.

o Eine Funtkion F:R — R heifst absolut stetig, falls 3p: R - R Borel messbar und integrierbar bzg.
Lebesgue, so dass
1
=f p(x)dx, s<t.
s
o Eine Verteilung P (W-Maf3 auf R) mit absolut stetig Verteilungfunkion F heifst auch ein absolut

stetig Verteilung und p heiflt die W-diche der W-Maf3 (oder Verteilung) P (Wichtig: p ist nich
endeutig definiert)

t
P((s,t]):f‘ p(x)dx, s<t.
o Eine Z.V. X heifst absolut stetig falls seine Verteilungs Px absolut stetig ist

P(X € (s,1]) = Px((5,1]) fp s<t.

und dann

FOO1= [, Fo0pxdx
fiir alle f: R - R messbare und integrierbare blg. Py.
Bemerkung. Literatur findet man ,,Dirac Delta-Funktion* § so dass
fRf(x)S(x—Z)dxzf(z), zeR,feC(R;R).

Das ist nicht moglich. § ist keine Funktion! Wir konnen f im Punkt z dndern und das Integral sollte sich
nicht dndern!

Also sollten wir wirklich stattdessen schreiben

Sx(dy),,="8(x-y)dy



2.1.6 Gleichverteilung
Sei I =[a,b] c R. Dann ist die Gleichverteilung auf / gegeben durch

Bemerkung. Die Ableitung F’ existiert in die Menge R \{a,b}, d.h. fast-iiberall weil Leb({a,b}) =0. Fis
absolut stetig mit dichte p(x) = ﬁ]lxe[a,b].

2.1.7 Exponential Verteilung: Exp(4)
Die Exponential Verteilung mit Parameter A >0 hat W-dichte
p(x)=Ae s
Wichtig in Markov Ketten in stetiger Zeit (Vorlesung: Markov processes).

2.1.8 Gaussverteilung A (m, 0%)

SeimeR, 62>0. Die Gaussverteilung A (m, o?) hat W-dichte

(x-m)?

e 2, xeR

=Pm,02 )=
P (x) =@ o2(x —

Zentrales Object in dieser Vorlesung, als universelle Limes von Summe unabhingige Z.V. ist.
Ubung: Rechnen E[X] mit X ~ A" (m, 0?).

(Antwort: E[X]=m.)

2.1.9 Cauchy-Verteilung, Cauchy(a)

Die Cauchy-Verteilung mit parameter a hat Dichtefunktion

P = 22
Es ist ein Beispiel von Verteilungen, die kein Mittelwert besitzen. D.h. E[X] mit X ~ Cauchy(a) ist nich
wohldefiniert weil E[|X|] = +co, so X: Q — R is nicht integrierbar.

_ 1 |x]

E[IX1] aJR 1 +x2

dx=+0c0

Z.b. weil fiir [x| > 1 es gibt
bl 1kl _ 1

1+x27 252 2l

o 1 n+1 1 n+1 1 1
f] deZan+ de?an+ ;dx?Zz:+0<>.
nz1 n>1 nx1

Und wir haben



Bemerkung.

Sei (Q,%,P) W-Raum ,Z.V. X: Q - R, dann Py ist die Verteilung von X gegen P. Py is ein W-
mal auf (R, B(R)).

Alle W-maBe p auf (R, %B(R)) sind Verteilungenvon Z.V.: tatsdchlich wir nehmen (Q, %, P) =
(R,B(R),n) und X(w)=w, X: Q- R. Dann

IP)X =M, K= P
Die Verterilungsfunktion von eine diskrete W-MaB ist stiickweise konstant.
Die Verterilungsfunktion von eine absolute stetig W-Mal ist stetig mit Abteilung fast-iiberall.

Sie konnen convexe Kombination nehemen zu neue W-Mal construiren.

Beispiel. Nehemen p auf (R, B(R)) gegeben durch

1 1
1(A) =582(A) +5 [ Lo (0dx

1 ist eine convexe Kombination von die Dirac maB auf 3 und die Gleichverteilung von die Intervall [0, 1].
4 sind nich diskret oder absolut stetig. Verteilungfunkion F von pu:

3 Bedingte W-keiten, Unabhingigkeit und Produktmale

(Siehe Kapitel 3 in Bovier Skript)

Zentrales Thema der Stochastik ist die Abhéngigkeit von Ereignissen oder von Teilexperimenten. Wir
wollen die Abhingigkeit quantifizieren.

3.0.1 Bedingte W-keiten

Fir A,Be ¥ zwei Ereignisse,

P(AnB)<min (P(A),P(B))

Frage: Welche Einfluss hat die Information ,,A eintritt* iiber des Ereignis B?



Wir suchen nach einem W-Mal} P4, das die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter bestimmten
Umsténden beschreibt, die von einem anderen sogar Ereignis A beschrieben werden. (Beide die frequen-
tisch oder die subjectiv Deutung sind moglich).

Solche W-Maf miiss die folgende Eigenschaften haben:
a) P4(A)=1, d.h. die Eregnis A ist bei P4 sicher.

b) Die neue Bewertung der Teileregnisse von A ist proportional zu iherer urspriinglichen Bewertung,
d.h. es existiert eine Konstante ¢4 >0 mit P4(B) = c4P (B) fiir alle Be ¥ mit BC A.

Durch diese Eigenschaften ist P4 bereits eindeutig festgelegt, weil wir haben fiir alle Be %

PA(B) =PAo(BNA) + PA(BNAS) =c4,P(BNA)

=0 wegen (a)
Denn, wenn B = A wir haben 1 =P4(A) =csP(A) d.h. ¢4=P(A)~'. Wir schlieBen daraus

P(BnA)

PA(B) :W.

Definition 3. Sei (Q, % ,P) ein W-raum, A,B€ ¥ zwei Ereignisse. Fiir B s.d. P(B) >0, definieren wir

P<A|B>=PB<A)==%,

die bedingte W-keit von A gegeben B.

Bemerkung. Falls P sei die empirische Hdufigkeit eines Ereignisses in einem Experiment n-mal wieder-
holt, s.d.

P(A) =2 1eq=EEE Lol Ed)
k=1

WO X1, ...,Xx, € Q sind die Ergebnisse jedes Widerholung. Dann ist

1 n n
P(AnB) _ ;Zk:1 Lyeans _ >ie1 Laeans _#{kell,...,n):xke ANB}

FADSTSE Ty 1, Yol | FRE(L.omined)

die Héufigkeit des Ereignisses B unter allen Experimenten, in denen A eintrat.
Einige Eigenschaften.

Satz 4. Sei Be ¥ mit P(B) >0. Dann
a) Die bedingte W-keit Pg(-) =P (-|B) definiert ein W-maf; auf (B, ¥g), wobei
Fe=F NB:={ANB|A€eF}CF.
b) Sei (B,)neN eine Folge von paarweise disjunkt Mengen in %, s.d.
l. U,enB,=Q
2. P(B,) >0 fiir alle ne N.

Dann, VA€ &,

P(A)= ) P(AIB,)P(B,).
neN



Beweis. Teil a) Z.z. Fpist eine o-Algebra von B: B, ) € %3,
AecFg=2A=A'nB,A'e F=>B\A=BnA°=Bn ((A)*UB)=Bn (A")‘ e Fp.

(An)n S Fp= UpAn=U,(AnNB) = (U,A;) NBE Fp.
eF <7

Is Pg ein W-MaB auf (B, F5)? Pg(B) =1, Pp(®) =

P((B\A)nB) P(B\A) P(B)- P(AHB)

PeB\A)=—F— ~"Pm -~ P®B

-P3(A).

Sei (A,)nen € F eine Folge paarwise disjunkte Teilmengen von B, dann (A, N B),en € ¥p auch paarwise
disjunkte sind und

P((UAn)NB)  P(Un(AnnB))

PB(UHAI’L): P(B) - P(B)

a—Add.Von]P’neN neN

Gut, wir haben alle Eigenschaften gezeigt. Es sei W-Maf.
Teil b)

Z P(A|B,)P(B,) Z P(AnB,) = P(UiANB,))=P(AN(U,By)=P(A).
neN neN
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