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Ein Handzettel fiir heutige Vorlesung finden Sie auf der Seite der Vorlesung auf meiner Website, sieche
Tagebuch.

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Bedingte W-keit Pp und iiberschrankung von o-Algebren
Fp.

3 Bedingte W-keiten, Unabhéingigkeit und ProduktmaBe (fortsetzung)
(Kapitel 3 in Bovier Skript)

Lemma 1. (Bayes'sche Formel) Seien A,Be ¥ P(A)>0, P(B) >0. Dann

~ P(A)
P(AIB) =P (BIA) -
Beweis. Trivial aus P(A|B)P(B)=P(AnB)=P(BIA)P(A). o

Die Bayes-Formel erlaubt man, die ,,Wahrscheinlichkeit von Ursachen abzuleiten. Typischerweise ist
B ein beobachtetes Ereignis und A eine Hypothese. P (B|A) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass B
passiert, sobald wir wissen, dass A passiert ist.

Wir konnen auch vollstindige Hypothesenfamilien (A,), € F betrachten mit U,A,=Q A;NA;# @. Dann
geschieht dies:

P(An) = P(AB) = P(BIA) = P(BIA) 5 pia s

2, P(BIA)P(A,)

Wir miissen es also nur die GroBe (P (Ag))r und (P (BJAx))x wissen. (P(Ax))x sind die Apriori-Wahr-
scheinlichkeiten fiir die “*Ursachen" und (Pg(Ay)) sind ihre Aposteriori-Wahrscheinlichkeiten, sobald wir
die Ereignis B beobachtet haben.

Manchmal sind bedingte Erwartungen oder W-keiten nicht ganz so intuitiv. Wir kdnnen die Hilfe einer
strengen Formalisierung verwenden, um logische Fehler zu vermeiden.

Beispiel. Test auf einer Krankheit.
e Sei x =1% die Anzahl von Leute die krank sind.
e Sei y=90% die chancen, dass ein Test korrekt die Krankenheit diagnostiziert.
e Sei z=5%, die W-keit eine falsch-positive diagnose.

Frage: Falls jemand an die Krankheit positiv getested ist, wie hoch ist die W-keit, dass dar tatsdchlich krank
ist?

e A=, krank sein“, P(A) =x=0.01
e B=,positiv sein“, P(B) =?

P(B)=P(BNnA)+P(BnA)=P(BJA)P(A) + P(BIA°)P(A°)
y X 4 1-x

=0.9x0.01+0.05x0.99=0.0585



Bayes-Formel:

P(BJA)P(A) xxy _0.009
P(B) T xxy+zx(l-x) " 0.0585

P(A|B) = =0.015~15%.

Falls positiv getestet, hat man nur =15% «90% W-keit krank zu sein!

Die Bayes-Formel ist die Grundlage eines vollstindigen Forschungsfeldes zum automatisierten *“Denken"
(Maschinelles Lernen). Siehe z. B. Wikipedia iiber Bayesian inference.

Was ist Unabhéngigkeit? Intuitiv, man wiirde sagen, dass zwei Ereignisse A, B unabhéngig sind, falls das
eintreten einer keinen Einfluss auf das eintreten der anderen hast. Keine mehr Information.

Wie formalisiert es? Die bedingte Wahrscheinlichkeit erlaubt es uns, das grundlegende Konzept der Unab-
hingigkeit zu betrachten.

Wir wollen sagen dass A, B sind unabhéngig, falls
Pg(A)=P(A), Pa(B)=P(B)
geht.
Definition 2. Zwei Ereignisse A,B€ ¥ mit P(A) >0 und P (B) >0 heiffen unabhdngig, falls
P(AIB)=P(A) e P(AnB)=P(A)P(B).

Allgemeiner, heifsen n Ereignisse Ay, ..., A, (mit P(Ay) >0 fiir k=1,...,n) unabhdngig, falls Ym < n,
1<ij<---<iy<n,

P(niLiA;,) =TI P(A,).

Bemerkung. Ereignisse Ay,...,A, sind paarweise unabhingig, falls nur

P(A,‘ﬁAj) = P(A,)P(Aj)

fiir alle i, j gilt. Paarweise unabhiingig Ereignisse konnten nicht wirklich unabhingig sein. Denken Sie an
ein Gegenbeispiel. (Drei ereignisses sind ausreichend)

Bemerkung 3. Wir konnen die Begriff von unabhéngigkeit auch von Mengensystemen betrachten. Ist
dasselbe.

1 Unabhingige Z.V.

Um Unabhéngigkeit von Z.V. zu reden, miissen wir schauen wie ,,viel Information haben*.

Jede Zufallsvariable gibt eine bestimmte ,,Ansicht” iiber den Wahrscheinlichkeitsraum. Es kann keine
Ergebnisse unterscheiden, fiir die es den gleichen Wert ergibt. Sie generiert also nur eine Teilmenge aller
moglichen Ereignisse.

Definition 4. Sei (Q, %) ein Messraum, X: Q - R eine Z.V.. Definiere o (X) die kleinste unter-o-Algebra
von F s.d. X bzg. o(X) messbar ist. o(X) heif3t die von X erzeugte o-Algebra.

o(X)=n{¥ CF o-algebra s.d. X G-messbar ist}.

Bemerkung. o (X) ist die kleinste o-Algebra, die X -1(B), YBe B(R) enhilt. Aber

X YBR))={X""(B),YBe B(R)}


https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_inference
https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_inference

ist eine o-Algebra und X Y(%B(R)) Co(X), dann offenlich gilt

a(X)=X""B(R)).
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Definition 5. Sei ¥,  o-unteralgebren von ¥ m, dann sie sind unabhdingig, falls VA€ %,B€ €’ (mit
P(A)>0,P(B)>0) gilt

P(AnB)=P(A)P(B).

Definition 6. Sei (Q, ¥, P) ein W-raum und X, X, zwei Z.V. X und X, heif3en unabhdngig, falls VA €
o(X1),Beo(Xy) mit P(A)>0,P(B) >0, gilt

P(AIB)=P(A).

(oder P(ANB)=P(A)P(B)). D.h. X1,X; sind unabhdngig falls o (X)), o (X,) unabhdngig sind.

Bemerkung. Da o (X) =X"1(®B(R)), X, und X, sind unab. falls YB;,B, € B(R)
P({weQlXi(w) €B1,X2(w) €B2}) =P ({w € QX1 (w) €B1}) P{w € QXa(w) € By})

Wir schreiben auch kurtz
P(X,€B,X,€B,) =P(X,€B)P(X>€B,).
Lemma 7. Sei (Q, % ,P) ein W-raum, X,,X, unab. Z.V. Seien g\, g, messbare Funktionen von (R, B(R))
nach (R, B(R)) mit
[ gixyaP<co,  i=1.2,
Dann,

[ a1x0ga060dP = ([ 21X0dP)( [ g2(X2)dP).

Beweis. (g;(X)) (w)=(gi° X)) (w) =gi(Xi(w)) die Verkettung) Dann g;(X;): (Q,0(X,)) = (R, B(R)) messbar
ist, weil

XN BR) =X (gT" (BR))) X7 (B(R))=0(X)C F.

[Schritt 1] Seien g; Indikatorfunktionen g; =14, A;€ B(R). Fiir A;€ B(R):

[ 14, Xi(@)dP (@) = [ Lxer()dP(0) =PX;e 4y, i=1,2

und

[ 1 (XD L, () AP = P(Xy € A1, Xo € Ao) = P € ANP(Xo€42) = [ 14, (X)dP [ 14,(Xo)dP.

[Schritt 2] Wegen Linearitit, gilt fur alle einfache Funktionen g;.



[Schritt 3] Seien nun g; >0, wihlen wir (h"), s.d. h{’ g, punktweise (d.h. ' <h!) |, h'" < g;und h" - g
punktweise). Dann Ergebnis folgt aus Monotone Konvergenz.

[Schritt 4] Fiir allgemeine g;: g;= (g;)+ — (g:)- (zerlegung) und Linearitét. O

Bemerkung 8. Die Aussage gilt ,,Umgekehrt”. Falls fiir alle messbare Funktionen g1, g2

[ a10g:0600dP = ([ g1x0dP)( [ g20x20dP)

dann sind X}, X, unabhingig. (Klar!)
Definition 9. Sei (Q, %, P) ein W-raum. X,,X, Z.V. heifen unkorreliert, falls

f X, XodP = ledP f X,dP.

Bemerkung. Unabhéngigkeit = Unkorreliertheit. (¢ nur fiir Gauf3'sche Zufallsvektoren, siehe spéter)

Notierung.
E(X):= fXdIP’, (Erwartungswert)
Var(X):=E[(X-E(X))?], (Varianz)

Cov(X,Y)=E[X-EX))(Y-E(Y))]. (Covarianz)

X, Y Unkorreliert & Cov(X,Y) =0.

2 Produktriume

Wir wollen schauen wie man unabhéngige Z.V. konstruiren kann.

Seien (Q4, %1, P) und (Q,, %>, Py) zwei W-raume, und X;: Q- R, X5: Q, > R messbare Funktionen.
(d.h. Z.V.)

Ziel: Konstruiere (Q,ff, P) und )?]: Q- R und )?2: Q->RZV. auf (Q,F), s.d. diese Z.V. unabhéngig
sind bzg. P und s.d. X; und X; gleich verteilt sind fiir i =1,2. Anders gesagt

P(X,€A,X,eB) =P (X;€A)P,(X,€B), A,B€B(R).

Definition 10.
Q=01 xQ={w=(w],w)|w;€Q|,wr€Q7}
heifst das Produktraum von Q4 und Q.
o F =F1®F, istdie kleinste o-Algebra, die alle Menge der Form (Rechtecke)
C=AxB={w=(w1,0)|w1EA, 0, €B} CQ
A e F,, Be %, enthdlt, d.h.
FIRFr=0(F1xF), FixFr={AxB: A€ F,BEF} CP(QxQ»)

F1 ® F, heift die Produkt o-Algebra von ¥, und %,.

Bemerkung. ¥, x %,={C = A x B} ist durchschnittstabil, weil

(A1xB1)N(A2xBy)=(A1NA2) x (BiNBy).



Wir miissen P auf (Q; x Q,, | ® %,) definieren, s.d. ,,%; ® Q,“ und ,,QQ; ® %, unabhingig sind.

Falls Ce F1® Fund f:Q >R dann C, CQ,, C7CQy, f: Q- R, f7: Q> R,
Co:=(yeQ(x,y)eC}, xeQ Cr={xeQ|(x,y)eC}, yeo.
L) =fxy), xe X)) =fxy), yeQ)

Lemma 11. Es gilt
a) VCeF 1@ F, xeQy, ye Qydann, C.e F,, C7 e F

b) Vf: Qi xQy— R messbar dann, Vx€ Q1,y € Q) fr: (Q2, F2) - R, f7: (Q1, F1) > R messbar sind.

Beweis. Seixe Q,z.z. C,e %,. (a) Sei
C,={CeFIQF|IC,eF}CF Q%

Wir muss zeigen dass €, = ¥ ® ¥,. Betrachten wir die Mengen C = A x B fiir A € %, und B € %,. Diese
sind in €,:

13 &R

S T e =L

LN H / X & /4. 2D C 7 = L{‘ (S '7':
/ > | IR y
= [
Es ist leicht zu priifen, dass €, eine o-Algebra ist (Ubung!).

.071®.°J-z2d=f0({A><B:A€9~1,B€y2})ngQ F1F=>C.=F 1 %>.
€L def.

(b) Sei M € B(R), dann

M) ={ye Qilfi(y) eM} = {ye Qu|f (x,y) M}

=eQly) e M) = (/M) € F

wegen (a). Denn f; ist %,-messbar. O
Satz 12. Seien P, P, W-masse auf (Q, %) und (Q,, %>)
a) ! P=P,® P, W-masse auf (Q,F ® %,) s.d.

(Pi®P,)(AxB)=P(A)Py(B) YAe ¥,Be ¥;

v



b) Falls C € % ® ¥, dann

PI®Py(C)= [ PACIdPI(0)= [} P1C)AP2A).

(I forgot to record the second part of the lecture...)
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