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Ein Handzettel fiir heutige Vorlesung finden Sie auf der Seite der Vorlesung auf meiner Website, sieche
Tagebuch.

In der letzten Vorlesungen haben wir gesehen: Bedingte W-keit Pp und iiberschrankung von o-Algebren
Fs, Bayes'sche Formel, ¢(X): von Z.V. erzeugten o-Algebren, Unabhingigkeit von Ereignisse, von -
Algebren, von Z.V., Produkt o-Algebra ¥ ® &.

3 Bedingte W-keiten, Unabhiangigkeit und ProduktmaBe (fortsetzung)

(Kapitel 3 in Bovier Skript)

3.1 Produktriaume

Wir wollen schauen wie man unabhéngige Z.V. konstruiren kann.
Seien (Q4, %1, Py) und (Q,, %>, Py) zwei W-raume, und X;: Q; - R, X5: Q, > R messbare Funktionen.
(d.h. Z.V.)

Ziel: Konstruiere (Q, %,P) und )?]: Q- R und )?2: Q>R ZV. auf (Q,F), s.d. diese Z.V. unabhéngig
sind bzg. P und s.d. X; und X; gleich verteilt sind fiir i =1,2. Anders gesagt

PX,€A,X,€B) =P (X;ecA)P>(X,€B), A,BeB(R).

Definition 1.
Q=QxQy={w = (W, w2)|w € Q,wr € Qy}
heifit das Produktraum von Q4 und Q.
o F =F1®%F, istdie kleinste o-Algebra, die alle Menge der Form (Rechtecke)
C=AxB={w=(w,w1)|wEA, W, EB}CQ
A€ ¥, BeE %, enthdlt, d.h.
FI1RFr=0(F1x %), Fi1xFr={AxB: A€ F,BEF>} CP(Q1x Q»)

F1® %, heifst die Produkt o-Algebra von ¥ und %,.

Bemerkung. ¥ x %, ={C = A x B} ist durchschnittstabil.




Falls Ce F1® Fund f:Q >R dann C, CQ,, C7CQy, f: Q- R, f7: Q> R,
C,:={yeQ(x,y)eC}), xeQ, Cr={xeQl(x,y)eC}, yeln.
L) =f(xy), xeQ Fx)=fxy), yeQ,

Lemma 2. Es gilt
a) VCEF 1@ F, xeQy, yeQydann, C,e€ %), CP€F
b) Vf: Qi xQy— R messbar dann, Yx€ Q1,y € Qs fr: (Q2, F2) - R, f7: (Q1, F1) > R messbar sind.
Satz 3. Seien Py, Py W-mafe auf (Qy, F1) und (Q,, %)
a) ! P =P, ® Py W-map3 (Produktmaf3) auf (Q,F ® ¥3) s.d.
(Pi®P,)(AxB)=P(A)P,(B) YVAc #,Be %,.
b) Falls C € % ® ¥, dann

Pi@Py(C)=| Py(CydPi(x)=]_ Pi(C)HAP1(y).
Q, Q)

Beweis. Wegen Satz 8 aus Skript 4, die Eindeutigkeit (aus %, ® %;) folgt weil % x %, is N-stabil und
F1x F, erzeugt ¥, ® F,. Existenz von P mit Eigenshaft (a)? Fiir C € % @ %, definiere

P(C):= [, PaACOPi(dx).

Ist es wolhdefiniert? x € Q- P»(Cy) ist wohldefiniert weil C, € %, (Lemma 2, (a)). Ist es %;-messbar?
Sei

€ ={C € F1 ® %,|Die Abbildung x - P, (C,) ist ¥|-messbar} C ¥ ® %,.
Zz2. =% %, FirC=AxB,
Py(Cx) = 1a(x) P2(B)
dann %-messbar. Es folgt dass C € € und
FixFrCCCo(€)CF1®F.

€ ist Dynkin? (i) Q = Q; x Q,€ ; (ii) (C), = (Cy)¢ = Po((C,)) = 1 = P5(Cy) = C<€ € falls Ce €. (iii)
Fur (Cy); € € disjuntkte (U;Cy), = Ui (Cy), auch diskunkte, o-Additivitit =

x e Po[(UCr)i] = Z P>((Cr),) und das ist messbar=u,;C, € €.
k

Dann & eine Dynkin-systeme ist und (%) =%. Aus Satz 5, Skript 4 (oder Lemma 3, Skript 3) =
FIRF12C 2D (Fi1xF)=0(F1xF)=F1® F>.

(Alle durchschnittstabile Dynkin-systeme sind o-Algebren). Dann x — P,(C,) ist ¥j-messbar fiir alle x €
Q; und dann P (C) wohldefiniert ist.

Letzlich, fiir C=A xB,

P(AxB)= | P2((AxB)y)Pi(dx) =Pa2(B) | = La(x)Pi(dx) =Pa(B)P1(A),
Q Q



dann P erfiillt (a). o-Additivitdt?

P(urCr) = fﬂ. PZ((Uka)x)Pl(dx)g_Add:ﬁir PJQ.

Y P2<<Ck)x>]P1<dx>
k

e ; [, P2((CO0Pian) = ; P(Cy).
Es gilt. Normierung? P (Q;x Q) =P(Q)P2(£,) =1. (Dann Complement gilt auch). O

Bemerkung. Falls X; Z.V. auf (Qg, %, Py) fiir k=1,2, dann sind X; und X, unabhéngige Z.V. auf (Q; x
Q) F1® %, P1oP,)

(R, B(R)) (R%, B(R?)
(Q, %>, P2) X
//’/’ A By B xB,
(QxQ, F1® P, P1®Py)

..... -

B, (RBR)
(Q1, 71, P - -
Tl -7

Es gilt B(R?)=BR)® B(R) (libung). Wegen die Konstruktion oben:

P(X1€B1, X2 € By) =P1(X1 € B1) P2(X2 € By)
aber
P(X,€B1) =P(X,€B1,X2€ Q) =P1(X, €B) P2(X2 € Q2) =P (X, €B))
Und dann
P(X,€B,,X,€B,) =P(X,€B)P(X>€B,).
X1, X, unbahingig blg. P sind.
Beispiel.
1. Werfen wir n unabhingige Miinzen. Q;={0,1}, k=1,...,n, mit %, = P (Qy),
Q=Q;x---xQ,={0,1}".
Sei Py(wr=1)=1-Pi(wr=0) =p. Seien X, ..., X, definiert via
Xi(wi,...,0,) = Wk, =>in;Ber(p).

Dann sind auf (Q, F = F®" = P(Q), Ber(p)®") unabhiingige identische verteilte Z.V. (i.i.d.
7.V .)(auf English: independent and identically distributed)

2. Seien X; und X, zwei Z.V. unabhingige mit abs. stetige Verteilungen mit Dichten p; und p, (bzg.
Lebesgue). Dann

P(Xi<51,X<5) =PXi <sDPCG<s) = [ prtedn [ pata)ds.



Allgemein, falls fiir alle A€ B(R?) = B(R) ® B(R) wir haben
P((X1,Xo) €4) = [ plx,x)dxidos,

dann spricht man von Dichtefunktion der Verteilung von X = (X,X5) . X: Q- R?2 ein Zufallsvektor.
Fiir unab. Z.V. X1, X, wir haben

p(x1,x2) = p1(x1) pa(x2).

Hier wir benutzen dass

f_s; Pl(xl)dxlfj; ,Dz(xz)dxz=f p(x1,x2)dx1dx,.

X1<81,X2S82

Wir werden unten sehen, warum dies wahr ist (Satz von Fubini)...

Quiz/Biespiel. Alice schreibt zwei reelle Zahlen Xy # X;. Dann wirft eine faire Miinze M (d.h. eine Ber-
noulli Z.V.) und

falls M =1, zeigt X,
falls M =0, zeigt X).

Sei Y die gezeigte Zahl und X die verstekte Zahl.

Die Aufgabe von Bob ist zu erraten ob X >Y oder ob X <Y. Alice bietet Bob eine Wette mit Quote 1:2 an.
Soll Bob die Wette annehmen?

Antwort: Ja! Bob hat eine Strategie, um die richtige Antwort mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als
1/2 zu erraten!

Die Strategie ist wie folgt: Bob wirft eine Z.V. Z mit Verteilung /" (0, 100) und dann falls Z > Y er wettet
fiir X > Y oder sonst er wettet fiir ¥ > X.

Wie formalisieren wir das? Ein erster W-rdum (€Q,, %, P) fiir der Spiel, mit Z.V.

(M:Q;—-{0,1}) ~Ber(1/2)

so dass M =0 wenn Y =X, X=Xound M =1 wenn Y =X, X =X;. Ein zweiter W-rdum (Q,, %>, P,) fiir
Bob. Sei

Z:Q,- R~ A4(0,100),

und definiere die ganze W-rdum als Produktraum:

Falls

(Q,F,P)=(Q1xQ, F10 %, P P,).

Z<Y = BobritX<Y
Z>Y = BobritX>Y

M=0 .
I
! ZzY
N
Xo=Y X=X
M=1
TR
zZ<Y !
AV
Xo=X Xi=Y



Sei A:=1,.y. Fir M=0,A=0, Bob rit X > Y, Richtig. Fiir M=1,A=1, Bob rit X <Y, Richtig. Dann
P(Bob rit richtig) =P(M=A)=P(Z<Y,M=1)+P(Z>Y,M=0)
=PZ<X|,M=1)+P(Z>Xy,M=0)

= PiM=1)P,y(Z<X))+PM=0)P(Z=Xp)
Z,M unab.

1 1 1
=5+§P2(X0<Z<X1)>5. (M
>0

3.2 Der Satz von Fubini
Frage. Sei
X:(Q1xQy, FH1RF,P1®P>) » (R, B(R))

Gilt es immer:

- 299

IQ]XQZX(601,&)2)C1(P1®P2) fﬂl (IQZX(wl,wz)sz(wz))dPl(wl)
=L:2( QIX(wl,wz)dPl(wl))sz(wz) 2999

Falls nein, unter welche Bedingungen gilt es?

Satz 4. (Fubini-Tonelli) Seien (Qi, Fr, Pr)i=12 zwei W-rdume, f >0 eine reelle messbare Funkion auf
(Q1xQy, F1® F>). Dann ist

h:xeQi-h(x):= Lz fx,y)dPa(y), Fr-messbar.
2

gyeQrg)= [ frydPi(x),  Fimessbar.
1
Dazu,

fﬂlxngd(lpl@PZ):Lzlhdplzfﬂzgdpz. 1)

Beweis.
® Indikatorfunktion: Fiir C € ¥} ® %, sei f = 1, wegen Definition von Produktmaf} wir haben,
h(x) =Py(Cy), gy =P(C),

sind %, und %, messbar und (1) gilt.
® Wegen linearitit des Integrals es gilt fiir alle einfachen Funtionen.

® Jede positive messbare Funktion ist ein monotone Limes einfacher Funktionen, dann wegen die Mono-
tone konvergenz Satz, (1) gilt im Allgemeinen. O

Fiir allgemeine Funktionen miissen wir integrierbarkeit fordern.

Satz 5. (Fubini-Lebesgue) Sei f: (Q1x Qy, F1 ® %) —» (R, B(R)) absolut integrierbar bzgl. P, ® P,.
Dann

a) yo f(x,y) ist LY (Q,, F>, Py) fiir P-fast alle x € Q,, (und umgekehrt)



b) h(x fQ (x,y)dP>(y) wohldefiniert bis auf P,-Nullmengen und h e LY(Q,, %,P)),
fQ (x,y)dP(x) wohldefiniert bis auf P|-Nullmengen und g e LY (Q,, %>, Py),

9)
Lzlxngd(Pl ®Py) = fﬂl hdP, = IQZ gdP,.

Beweis. (a) Thm 4 (Fubini) mit |f]| > 0 gilt

Fubini

IQ, (.[Qz |f(x,y)|P2(dy))dP1(dx) fﬂ.xﬂg Ifld(P1® Pz)?OO.

<oo bis aufﬁT—N ullmenge Annahme

(b) Sei f=f,—f mit f, >0. Es folgt via Linearitit auch aus Thm 4. [Fiir die x (bzw. y) wo h(x) (bzw.
g(y)) nicht definiert ist, kann man ein beliebiges Wert setzen] Dann

Jo o Prdn < [ ([, 1700 Pad) | Br(dn) < oo

und £ ist integrierbar bzgl. P;. Hier wir benutzen dass

0= [ Fe)dPa) = [ fy)dPa)

ho(x) h_(x)
und dass
I—I f+xydP2 Ifxysz)
(c) Zerlegung von f = f, — f- +Thm 4+linearitét. O
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