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(Q7‘G}‘7P)
F o-algebravon Q: FCP(Q), DeF, AcF=>Q\AeF. (A)CF=>U,1A,€F.

P W-Maf von die Messraum (Q, ¥): P(9) =0,P(A°) =1-P(A),P(u,A,) =2 ,., P(A,) falls (A,), sind
paarweise disjunk.

Fiiralle € € 2 (Q), ist 0 (%) die von der Mengensysteme & erzeugte o-Algebra: die kleinste o-algebra dass
alle die Elementen von &.

B(R) Borel o-Algebra: von alle offene Mengen oder alle Intervallen (offene oder geschlossen), erzeugte
o-Algebra. B(R)=0((a,b),a<b).

Zufallsvariablen: X: (Q, ¥ ) — (E, €) messbare Abbildung zwischen zwei Messraum. Messbarkeit: X A e
F firalle A€ €. ReelleZV. X: Q->R, X: (Q, %) > (R,%B(R)).

Verteilung Py von eine (reelle) Z.V. X: Q - R, Py ist die W-keit Mal3 von (R, %B(R)) s.d.

Py(A)=P(XcA)=P{weQ:X(w)eA})=PX 1 (A)) =(P-X"1(A), Ae B(R).
Verteilungfunktion Fx(t) = P(X<t) = Px((-o0,1]), teR. Fx<i> Px. Px((a,b]) =Fx(b)-Fx(a).

o({(~c0,1]:t€R}) = B(R).

Integral: Falls X >0, X =1im,X,, mit X, einfacher Z.V. (d.h. Z.V. mit nur endliche viele Werte)

. -1
fQ X dP= Y 1P (X (1)),
1e€X,(Q)
und X >X,+1 > X,. Dann [ XdP =lim, [ X,dP >0.
Fur eine nicht-positive Z.V. s.d. [|X|dP < oo (integrierbarkeit). X =X, -X_, [ XdP:= [ X,dP - [ X_dP.

Eigenschiften der Integral: linearitit, positivitit (falls X >0 dann [ XdP >0), Jensen's Ungleichung, Markov
Ungleichung, Monotone Konv., Fatou Lemma, Dominierte Konv.

[ FX@)P@o) = [ fx(@)dP@) = [ F0dP= [ faPx= [ f@)dPx(xn = [, F0Px(dx)

Lebesgue MaB3 u: (R, B(R)) - Ry u((a,b))=|b-al.
Py ist absolut stetig bzg. Leb wenn

b
Px((a,0)= [ p(x)dx

mit p: R - Ryps.d. [ p(x)dx=1, oder gleichwertig

Fx(t)= I_too p(x)dx.

Wir schreiben dx = p(dx) fiir die Lebesgue MaB.

Beispiel von Verteilungen. Diskrete: Bernoulli, Binomial, Geometrische, Poisson. Absolut stetig: Expo-
nentiel, Gaul}, Cauchy, Gleichverteilt Z.V.

X~%([a,b]) a<b

BUA0)= [ fogee,

X~%(D),De B(R?)=B(R)R B(R), s.d. Leb(D) >0,

Leb(AnD R



zB. D={(x,y) e R:x2+y?<1}. De B(R?) =0 ({offene Menge von R?}) weil
D=Us{(x,y)eRix?>+y?<1-1/n)={(x,y) e Rix’>+y>> 1}¢
Leb(D)=ur.

X ~Geo(q), X: Q>N |, P(X=n)=¢""(1-9).
X~ N (0%

pzl,Xe B’ E[IXP]< 0.
Falls X € ' dann Erwartungswert E[X] existiert.

Falls X € $? dann Varianz existiert:
Var(X) = E[(X-E(X))*] = E[X*] - (E[X])~

Unabhingigkeit und product MaS.

A,Be ¥ sind (IP-)unabhingig falls P(AnB)=P(A)P(B).

96,6 o-Algebren sind (P-)unabhingig falls P(AnB)=P(A)P(B) firalle Ac 36 und B€ §.
X,Y Z.V. sind (P-)unabhingig falls ¢ (X) und o (Y) unabhéngig sind, d.h.

P(XeA,XeB)=P(XcA)P(XeB), A,Be B(R).

Falls X, Y sind unabhingig dann

Produkt Messraum (Q;x Q,, F1 ® %>) mit ¥, Q@ F>»=0({AxB: A€ ¥,B€ ¥>}).

Produkt W-maBl P; ® P,: (Q x Q», F1 ® %) > [0,1]
(P,®Py)(AxB)=P,(A)P2(B) Ac F,Be %
Fubini, falls f >0, messbar bzg. ¥ ® %, dann

oo fan@i@Py@rxdn = [ [[ fenPaan |[Piao=[ [ P |Paay)

Fubini-Tonelli f: Qx Q,— R messbar bzg. %) ® %,. Falls |f| integrierbar ist bzl. P; ® P, dann sie knnen
die dasselbe machen.

Faltungen: X, Y unabhingig. Z=X+Y.
P(A) = [ LosyeaPx(dx) Py (dy)
Falls Py, Py Ditchemn py, py haben dann P, hat eine Dichte p; gegeben durch

pz(2) = fR px(z=y) py(y)dy = (px * py)(2).

Momentenerzeugendefkt. Mx(¢) = E[e*X]. X ~ A (0,1) Mx(?) :exp(t2/2).

E[X"] = (%)nMx(f)

t=0



Konvergenzbegriffe: in W-keit, in Verteilung, fast-sicher Konv, in £?.
X, - X in W-keit: Ve >0, lim,,_, P (|X,-X|> ¢) =0.
X, —» X fast sicher

P({wesmq?wa)=xun})=P(pTug=x})=L

Frage: Warum {lim, X, =X} e ¥?
X, - X in BP, im0 [Xy = Xl =0, | Xl = (E[IXIPD /7. E[IX,-X|P] - 0.
X, = X in Verteilung falls

ELf(X)]-E[f(X)]

fiir alle f € C(R;R) (stetigen beschidnken Funktionen). Oder Fy (7) — Fx(t) in alle Punkte # wo Fy stetig ist
(konvergenz von Verteilungfkt). Oder ¢x, () » ¢x(¢) fiir alle € R (konvergenz von char. Fkt). Schwache
konv von die Verteilungen Py, gegen Py:

&ﬁmﬁ&ﬁm

fiir alle f beschrankt stetig.

(X,)n>1 iid Z.V. mit X, € £' dann (starke) GGZ:

v .
Z}; Xy - E[X;],  fast-sicher.

CLT

;%7§:(Xk—ELXﬂ)—>Af«La%
k=1

in Verteilung mit 0?=Var(Xy) = Var(X;).
Irrfarth
Sp=X1+--+X,.
Rechnung mit Integralen
Weil die normierung von die GauB .4 (0, 1) Z.V. ist (2s7)71/22
Gauss Dichte:
px)= Ce™12,

Konnen die konstante berechnen?

Cl= [ e
R

Cc2= (IR e"‘z/zdx)2= IR e‘xz/zdfo e‘yz/zdy____

Fubini

I e—(x2+y2)/2dxdy
RZ

e 2rdrdo

pol.Kor. fR+><[O,27r)

f e"’z/ZrdrI d9=277f e 2rdr
Fubini JR, [0,207) R,

mzﬂf e *dz=2ur.
z=r2/2,dz=rdr R,

C=Qm) 12



Char. Fkt.
¢x(t) =E[e™].

2

dyont)=e 2.

Stabile Verteilungen. Zs.d. Z~p?’Z’+q?Z" mit p+qg=1und y €[1/2,1].

(1) =€—c\t\”y.




