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Wiederholung

Definition 1

Seim = {Tr/\}/\@zd eine Spezifikation. Ein MaB 1 € () heit kompatibel mit (oder spezifiziert durch) 7r, falls

n= WA, VA € Z°

gilt. Die Menge alle solcher MaBe nennen wir ¢ ().

Definition 2

Falls fiir jedes B € Z%, ®5 : Q — R .Zg-messbar ist, so heift die Familie ¢ = {¢B}B@Zd Potenzial. Die
Hamilton-Funktion in der Box A € Z° beziiglich  ist gegeben durch

| A

Haow)= Y @s(w)

B&Zz9: BNA+#D

A\

Damit %3¢ wohldefiniert ist, nehmen wir an, dass ¢ absolut summierbar ist:

S sl <o, Vi€ Zo
Bezd:.icB
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Ising Modell mit weiten Wechselwirkungen

—Jywiw; falls B = {i,j},
p(w) = { —hw; falls B = {i},

0 sonst

fiir J; > 0.

Definition 3

Eine Spezifikation 7 = {7a } ezd heift quasilokal, falls jeder Kern 7y stetig beziiglich der Randbedingung ist, das
heiBt, wenn fiir alle C € €, w — mA(C | w) stetig ist.

Das zentrale Existenzresultat des letzten Vortrags lautete

Theorem 4

Falls m = {mp} ) zd eine quasilokale Spezifikation ist, dann ist 4 (1) # (.

Ben Breitinger inite-Volume Gibbs Measures IT Juni 2021 4/



Eindeutigkeit von Gibbs-Mallen

Ziele und nachste Schritte

Wir suchen Bedingungen an eine Spezifikation 7, die garantieren, dass ¢()
aus nur einem Gibbs-Maf besteht.

Wir konnen hoffen, in der folgenden Situation solche Bedingungen zu finden.

o Die gesamte Interaktion eines Spins mit allen anderen Spins ist “klein”.

Es erscheint intuitiv, dass ¢(7) aus nur einem Element besteht, wenn 7 “in
etwa” eine “unabhingige” Spezifikation ist. Wenn also die Wahrscheinlichkeit
eines jeden Spins 7y (- | w) fiir alle i € Z¢ nur schwach von seiner
Umgebung wy; e abhéngt.

Wir werden in diesem Abschnitt 7;(- | w) fiir 74, (- | w) schreiben.
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Wir wollen zunidchst genauer untersuchen, wie sich eine Funktion f unter Anwendung von 7; verhilt. Insbesondere
interessiert uns, welchen Einfluss bestimmte i € Z9 auf (oder 7rjf) haben. Das motiviert die Definition:

Definiere fiir f : Q — R die Oszillation in i € Z¢ von f durch

%(f) == sup [f(w) —f(n)]
w,neN
wg=nk VKFi

Nun untersuchen wir &;(7;f). Falls i = j ist, so erhalten wir

§(mf) = sup |mf(w) — mi(w) = sup D [miwgye)mi(m| w) — f(miwiye)mi(m| w')]| = 0
ww'eq w,w €Q =kt
wi=wy kA wie=w), kA
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Seinuni # jund w, w’ € Qmitwjye = wi;ye. Wir schreiben f(n) = f(n) — f((++1);w/;3¢) und rechnen

|mif(w) = mif(w")] = [mf(w) = ;i) = | D [mnl w)(moge) — mn o) mwle)l

nj==%1

D Il w)(F(ywye) = mwie)) = (mnl @) = m (| )i (nwie)l
=1

Nun schitzen wir die letzten beiden Summanden einzeln ab:

< 32 mnlw) [inwgye) - Fnwiye)| < a)
nj::H

> mnl W) Fnwye) = Fnwe)
nj==+1

D Immle’) = m(m| w)]

nj==+1

> (mlnlw') = m(ml @)inwiye)| < max [f(mwe)
==1 =

< §(Ollm(-|w) = m (-l

Lemma 6 (Dusting-Lemma)

Seif:Q — Rundi,j € Z° Dann gilt mit cj(7) := sup w,w'€Q [|7(- | w) = (- | w")||7v, dass & (mif) = 0 und

wy=n VkF#i

Si(mif) < 8i(F) + cp(m)oi(f),  fiiri #J.
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Nun setzen wir f € C(2) voraus. Wir wissen, dass f dann einen Minimierer w und einen Maximierer 7 besitzt. AuBerdem
ist f beschriinkt. Da f stetig ist, gibt ein n € N, sodass f(n') > f(n) — € fiir n’ := wg(n)eNa(n)-

maxf — minf = f(n) — f(w) < f(n') — W) +e < > G(f) +¢
iezd

Sei f € C(Q). Dann gilt

maxf — minf < A(f)

mit A(F) = Y, a (F).

Bemerkungen

@ Insbesondere gilt fiir p, v € #;(2),f € C(Q):

() = v(N)] < A7)

@ Wir schreiben
Q) ={f: Q=R : A(f) < o0}, Ce(Q) :=C(Q) N o(Q)

@ Jede lokale Funktion f ist in C(£2). Denn fiir ein n groB genug gilt fiir alle i € B(n)®, dass &;(f) = 0.
@ Seiw € Q. Damnist 1, ¢ O(Q)
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Lemma 8

Seif € Co(Q), p, v € 4 () und  eine quasilokale Spezifikation. Gibt es ein o« < 1, sodass
lu(F) — v(F)] < (),

und ist ¢(T) = SUP,c za 35, za Ci(m) < 1 dann gilt schon

w(f) — v(f)] < e(m)aA(f).

Wir beweisen die folgende Abschitzung mit Induktion iiber i € zd beziiglich <:

lu(f) — v(f)] < e(m)a > 8l(f) + 'y dl(f)

k=i k=i

Der Grenziibergang i — oo beziiglich < mitsamt A(f) = 3=, c7a 0k(f) < oo liefert dann die Aussage. Im
Induktionsschritt ist die Idee, die Induktionshypothese auf 7r;f anzuwenden. Wegen

Ay = 3 ai(mn) < S50 + a5 (0] < 3 807 + e(x)a(r) < o0

iezd iczd iezd

und, da 7r; quasilokal, also 7;f € C(f2), ist, konnen wir die Induktionshypothese 7r;f anwenden und dann mit dem
Dusting-Lemma weiterrechnen:
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(f) = v(H)] = |p(mif) — v(mf)]
<e(m)a > S(mif) + oy d(mif)

k=i ki
Z[ék + cik(m)6i(f)] + o Z[5k + ci(m)di ()]
k=i ki
<C( )a25k(f)+0425k +Oé5 ( W)chk(ﬂ' —I—Zc,k >
k=i ki k=i ki
<C( )aZék +a25k —|—a50
k=i ki
Z 5;( + « Z 5;(
k=i k>i
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Gilt im vorigen Lemma ¢(7) < 1, so bietet sich ein Kontraktionsargument an. Dies ist der Inhalt des folgenden

Theorem 9 (Dobrushins Kriterium der schwachen Abhingigkeit)

Sei 7 eine quasilokale Spezifikation, die
c(m) < 1

erfiillt. Dann ist das durch T spezifizierte Wahrscheinlichkeitsmaf eindeutig, also |4 ()| = 1.

Seien p, v € ¢ (m). Wir wollen zeigen, dass fiir alle lokalen Funktionen f die Gleichheit j4(f) = v(f) gilt. Dann folgt
schon p = v und damit | (7)| = 1.
Sei also f eine lokale Funktion. Wir zeigen induktiv fiir n € N die Ungleichung

() — v()] < ()" A(f)
Da A(f) < oo und ¢(7r) < 1 muss dann schon |p(f) — v(f)] = 0 gelten.
Es wurde bereits gezeigt, dass |p(f) — v(f)| < A(f). Angenommen, es ist | u(f) — v(f)] < ()" A(f), so wihle
o := ¢(m)" < 1. Dann kann wieder das obige Lemma angewandt werden und

u(f) = v(1)] < o(m)alr(r) = o(x)™ A).

gilt.
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Beweisstrategie

Theorem 9 Lemma 7
Dobrushins Kriterium der Oszillations Ungleichung:
schwachen Abhingigkeit A(f) > max(f) — min(f)
s T ‘/
Lemma 8

Iterative Abschitzung:
|u(f) = v(F)] < e(m)al(f)

1

Lemma 6
Dusting-Lemma:
di(mif) < 0i(f) + ci(m)d;(f)
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Anwendungen auf Gibbs-Spezifikationen

Unser Ziel ist nun, Dobrushins Kriterium auf interessante Beispiele
anzuwenden. Wir wollen zeigen, dass

e Eindeutigkeit des Gibbs-Malles im klassischen Ising Modell bei h = 0
fir 8 < d/4.

o Eindeutigkeit im Ising Modell mit weiten Wechselwirkungen bei h = 0
fiir 3 < 1 und Jj < f([}i — || o) mit f = O (n=(9+9))

f(n) o< n™ fiira > d

f(n

(]
o f(n) oxx exp(—an) fir a > 0
o .
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Theorem 10

Sei ® = {®g} Bezd €in absolut summierbares Potenzial und gelte

sup Z Z §(®g) < 1, (1)

€29 20 551}

mit §(Pp) := sup,, s |Ps(w) — s(w’)|. Dann ist die Dobrushins Kriterium der schwachen Abhingigkeit erfiillt,
wonach es folglich nur ein Gibbs-Maf} gibt, welches durch ® spezifiziert wird.

Einige Bemerkungen:

@ Ist ® translationsinvariant (dazu spéter mehr), dann reduziert sich die Ungleichung 1 auf

SO>S s(es) <1

j#0 8> {0,/}
@ Wir erhalten bereits die Eindeutigkeit im klassischen Ising Modell bei h = 0:

0 dp(w) = —Pwiw;, falls B = {i,j} miti ~ jund ®g = 0 sonst.
@ Da0 € Z9 genau 2d Nachbarn hat,

D > (%) <2d-2p

j#0 BD{0,}

@ Mit obigem Theorem folgt Eindeutigkeit des Gibbs-MaBes fiir 3 < 1/(4d)
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Wir wenden nun das Korollar auf das Ising Modell mit weiten Wechselwirkungen an bei h = 0 an. In diesem Fall
ist das Potenzial gegeben durch

—Jjwiw; fallsB = {i,j},
da(e) = U BB
N

Eine Abschitzung der Form J; < f(||i — j|| o ) ist naheliegend. Wir leiten eine Bedingung an f her, die garantiert,
dass fiir 8 < 1 das durch 7#® spezifizierte Gibbs-Mab eindeutig ist. Mit §(8®s) < 23|/ || oo erhalten wir

sup D0 S 5(Bvs) <28 sup > > [|dsllee < 28 = > i(lli = illso)

1€29 120 B 1,} €29 12 851} =
=28 f(llillee) <28 2d- (2n)"""f(n) < 282%d Y n""'f(n)
j#0 n>0 n>0

Die letzte Summe ist endlich, sofern f € O(n~9~¢). Dann ist SUPczd D04 g (1yy O(Ps) < Tfir g < 1.
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Beweisskizze vom Theorem

@ Wir wollen zeigen, dass fiir ein absolut summierbares Potenzial

supz Z 6(®s)

€29 120 8540}

impliziert, dass ¢(7®) < 1 gilt.
@ Die Definition von c(7r°) liefert, dass

o(n®) = = sup > o= sup ST osup Iml [ w) = (- | W)l <1
iezd jezd iczd jezd wféfzkg'?#i
gelten muss, weshalb es reicht, die folgende Ungleichung fiir beliebige w, w’ € Q mit wyye = w%j}c Zu zeigen:
(- | w) = m(- [ w)llv < D 5(Ps)
BO{i,j}
@ Mit w(m) := e_h’("i)/z, und

ST e n(n) =ty e (mwine) + (1 — 0y 0 (miw]ie)
folgt

72 lw) = a1l = D I (o [ w) = o (m | &)

nj==+1
_ v ;) — i)l = 1M 1
= > |mm) —wm)l= > /0 at dt‘ S/o m:Zi1

nj==+1 ni=%1
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w(n) = e "Mz 2= 37 MO0 py(n) =ty e (mwine) + (1 — D o (W)
=41

@ Wir schreiben
’
AFE(n) = Hy 0 (miwye) — Ay, o (mwiye)

womit wir unter Verwendung von d(—h(7;))/dt = A% (n;) erhalten, dass

dve(m)
at

= u(m) D) —v(n) D w(n)DH(n) = [AA — E, [DA]] vi(m)
ni==1

@ Nunist mitm = (max A% + min A7) /2

dvy(m)
at

1/2

\ =, (|87 — B854 <E,, [(87 - By la)?] " <, [(87 - mY]
ni=+1

@ Mit |[AE — m| < § max _1q |ASE () — AE(n)])| erhalten wir

nn]

1
I (- Jw) =7l 1 )lv < - max |AX(n) — AK(n))|
2 pnl=%1

i
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@ Es verbleibt |A#(n;) — A4 (n])| abzuschitzen:
A () — DA

= > [¢B(ﬂiw/{i}c)—d’B(ﬁfW{i}C)]— > [‘DB(??;,W%}C)—¢B(Tl,-/w{i}C)] <2 > 5(vs)

BO{i,j} BO{i,j} BO{i,j}

@ Also
7Pl w) =l ¢l < > 3(Ps),

BD{i,j}
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Ausblick

Es gibt ein weiteres wesentliches Ergebnis:

o Eindeutigkeit falls d = 1
Falls d = 1, so gilt Eindeutigkeit fiir alle Potenziale, bei denen der
Einfluss von weit entfernten Spins vernachldssigbar ist, dass |¢(7)| = 1.
Dieses Ergebnis gilt insbesondere fiir alle Potenziale mit endlicher
Reichweite und ist stirker als die bisherigen Resultate, da 5 > 0 beliebig
ist.
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Besitzt eine Spezifikation m gewisse Symmetrien, so ist es naheliegend, dass
die MaBe in ¢(7) auch in einem gewissen Sinne invariant beziiglich der
Symmetrien sind.

Vorgehensweise:
@ Formalisierung von “Symmetrie”
e Invarianz von ¢(7) beziiglich Symmetrien, die 7 besitzt

o Invarianz von Gibbs-Maflen, falls diese eindeutig sind
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Definition 11

Eine Transformation ist eine Familie von Abbildungen (74)geq fiir eine Gruppe (G, -), die die folgenden Bedingungen

@ (g, 0 7g,)(w) = Ty, .g,(w) fiiralle gy, g> € G, w € Qund
@ 7y(w) = wiirallew € Q, wobei id € G die Identitit bezeichnet,
erfiillt. AuBerdem definieren wir die Wirkung der Gruppe G auch auf Funktionen und Mafe

Tf(w) =1y W), Teu(A) = p(ry 'A)

Wir schreiben g7 := {'rgﬂ',\},\@zd.

Einige Bemerkungen:
@ Eigentlich wird hier der Begriff einer Gruppenaktion aus € definiert. Die Gruppe G operiert auf .

@ Fiir integrierbare Funktionen f ldsst sich leicht nachrechnen, dass 74 u(f) = M(T;W) gilt:

(rgtt)(F) = /f(w)(Tgu)(dw) - /f(w)u(T;‘dw) - /f('rgw)u(dw) =z
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Definition 1

Eine interne Transformation ist eine Transformation einer Gruppe G, die auf Q° operiert. Wir erweitern die Aktion von G
auf ganz Q, indem wir
(Tgw)i == Tgwi

fiir alle i € Z9 schreiben. Weiterhin schreiben wir
(Tgm)A(A | w) == 7T/\(Tg_1A | ‘rg_1w).

Eine raumliche Transformation ist gegeben durch eine Gruppe G, die auf 7z operiert. Wir setzen die Operation ebenso auf
Q und 7 aus:

—1 —1
(Tqw)i :== wrg,1/_, (gm)A(A | w) == 7rTg,1A('rg Al Ty w)

Beispiele:

Ben Breiti



Sei von nun an (74)g4cq eine interne Transformation.

Definition 13

Eine Spezifikation 7 heiBt G-invariant, falls fiir alle A € Z% und g € G die Identitit (7,7)a = 7 gilt.

Ein Beispiel:
@ Im Ising-Modell bei h = 0 ist die Spezifikation 7 invariant unter der internen Transformation des Spin-Flips, das
heift unter der Wirkung der Gruppe Z /2Z auf €.

Theorem 14

Sei G eine interne Transformation und m eine G-invariante Spezifikation. Dann ist 4 () abgeschlossen unter der Wirkung
von G: Ist p € 94(r), so folgt Tgp € 4() fiir alle g € G.

Seig € G,A € Z% w € Qund A € .Z. Wir zeigen, dass Tg 1 kompatibel mit 7 ist:
(ram)(ma(A)) = w(ma(A | 74(-))) = /WA(A | T9(w))u(dw)
= [ g A whnle) = ulmalry ' A)) = g () = o)

Folglich ist Tgp0 € 4(7).
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Falls ¢ (m) = {p} und 7 eine G-invariante Spezifikation ist, so ist auch (v G-invariant.

Definition 16

Sei 7 eine G-invariante Spezifikation. Falls es ein 1 € ¢ () gibt, sodass g # f1, so sagen wir, dass die von G

beschriebe Symmetrie spontan gebrochen wird unter .

Beispiele:
@ Wir haben vorhin die Eindeutigkeit des Gibbs-MaRes y im verschiedenen Varianten des Ising Modells bei hohen
Temperaturen (3 < 1) gesehen. In diesem Fall ist x4 invariant unter globalem Spin-Flip.
@ Ist das Gibbs-MaB hingegen nicht eindeutig und ist 74 der globale Spin-Flip, so ist es naheliegend, dass
+ _
Tglh = [
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