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Definition des Modells

- Qp =RA und Q = R
- w; € R ist der Spin vom Knoten i € Z¢
- Die Hamilton Funktion ist definiert als:

_B 2 M 2
HA;gm(w).:ﬁ Z (wi —wj) —{—72%, we, f>0,m>0
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- Wir verwenden die Borel-o-Algebra auf Q4 und auf Q die o-Algebra F beruhend auf
Zylindern.

- Seien A € Z* und 7 € €, dann ist die Gibbsverteilung vom Gaussian Free Field(GFF) in
A mit Randbedingung 7, inverser Temperatur § > 0 und Masse m > 0 das Wahrschein-
lichkeitsmaf iy 5, auf (Q, F) definiert durch:

e~ Hai8,m(wanac)

]lA(CdAT]Ac) H dwi

VAEF, pipn,(A):= / 77
A;B,m i€A

mit: Zy\ﬁm = /e‘HA?ﬂvm(“’A”AC) Hdwi

1€EA

- Fiir wf := 2w, gilt: p}.,..(A) = ,uxl;ljm,(ﬁl/QA), VAe F
mit m’ := B'Y2m und ' := /%y
Somit kann man 0.B.d.A. § =1 Annehmen, was im folgenden auch gemacht wird.

- Wir benotigen noch die Zufallsvariable ¢; : 2 — R definiert durch

oi(w) == w;, i€z,
den Vektor ¢x = (¢i)iea (mit A € Z%) und das Feld ¢ := (¢;);czq

Gaussverteilte Vektoren und Felder

- Definition 8.3
Ein Vektor ¢, ist Gaussverteilt, wenn fiir alle festen £, t5 - eine Gaussverteilte Variable
ist (moglicherweise mit Varianz Null).



- Der Erwartungswert und die Varianz von t, - ¢, ist folgendermaflen von ¢, abhéingig:

Ealta - pa] = ZtiEA[SO,\] =1p - ap
ieA

mit dem Erwartungswertvektor ay = (a;)iepn und a; := Ey[p;]

Vary (ta - oa) = Eal(ta - oa — Ealta - oa])’l = D Bali,j)tit; = ta - Sata
1,JEA

mit der Kovarianzmatrix Xy = (X4 (4, j))ijea und X4 (i, j) :=Cova(pi, ¢;)

- Theorem 8.4
Sei ) Gaussverteilt mit Erwartungswertvektor a, und Kovarianzmatrix 3, Dann ist
die Verteilung von ¢, absolut Stetig zum Lebesgue-Mafl mit Dichte:
1 1 1
—(ZL‘A — CLA) . EA (1’/\ — CLA)>, rpa € Qg
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Umgekehrt, ist @, absolut Stetig beziiglich des Lebesgue-Mafles und hat die gegebene
Dichte, dann ist ¢, Gaussverteilt mit Erwartungswertvektor a, und Kovarianzmatrix
YA-

- Definition 8.5
Eine unendliche Familie von Zufallsvariablen ¢ = (;);cza ist ein Gaussverteiltes Feld,
wenn fiir jedes A € Z¢, die Einschrinkung ¢, Gaussverteilt ist.

- Theorem 8.6
Es sel ¢pm) ~ N(apm), Zpm))- Falls fir alle ¢, j € Z¢ die Limits
a; := lim (ap@)); und (7, 7) := lm Xpu)(4,7)
n—oo n—oo

existieren und endlich sind, folgt:

(i) Geht n — oo, dann konvergiert fiir alle A € Z¢ die Verteilung von ¢, gegen eine
Gaussverteilung mit:

ap = (ai)iEA und X, = (E(iaj))i,jel\

(i) Es gibt ein Gaussverteiltes Feld @, mit @5 ~ N (ap, Xy)

Harmonische Funktionen

- Sei f = (f;)ieze wir definieren fiir {i,j} € £z« den diskreten Gradient

(Vf)ij = fj — fi

und fiir ¢ € Z? den diskreten Laplace-Operator

(Af)i =D (V)

g



- Wir koénnen den Laplace-Operator umschreiben:

—2d fallsi=j
(Af)i=>_Ayf;, i€Zmit Ay =1 falls i ~ j
jezs 0 sonst

Zudem definieren wir:

AA.f ZAZ]f] und f AAg — Z Azyfzg]

JeEA 1,JEA

- Das Dirichlet Problem:
Es wird eine Funktion u gesucht, sd. (Au); =0 Vi € A und u; =n; Vi € A°

- Das Dirichlet Problem hat maximal eine Losung.

Der massefreie Fall

- Lost u das Dirichlet Problem, so kann die Hamilton Funktion in die folgende Form ge-
bracht werden:

1
Hao = 5(90 —u) - (_ZZAA)( u)

+(3q8n) = Iy — Py mit P(i,j) = 53 - Ljen

- Nun beschreibt (P(i, §)); jeze die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines symmetric simple
randem walk X = (X},)>0 auf Z¢

cTae = inf{k > 0: X, € A} = Pi(1ac < 0) =1 VA € Z¢

- Lemma 8.13
G = (GA(iaj))i,jeA = (Ia — PA)_l mit:

Tac—1

Ga(i,7) Z 1(x,=;; (Green Funktion des simple random walk in A)
n=0

- Lemma 8.15
Die Lésung des Dirichlet Problems ist u mit u; = E;[nx, | Vi € Z4

- Theorem 8.17
Unter 13, ist ¢p Gaussverteilt mit Erwartungswertvektor aus 8.15 und Kovarianzmatrix
aus 8.13.

- Theorem 8.19
Fiir d = 1,2 existiert kein Gibbsmafl mit unendlichem Volumen (G(0) = 0)

- Theorem 8.21
fiir d > 3 gilt |G(0)| = o0



Der massive Fall

- Fiir das massive Dirichlet Problem wird eine Funktion u gesucht, sd.

1
(=g m®u), =0 Vi € A und ;= 1, ] € A"

- Z8 =700 {x} mit x ¢ Z4

- Die Ubergangsmatrix zum neuen randem walk (Z) k>0 ist gegeben durch:

T falls i, j € +Z%,i ~ j
J— _1 ) d ) p—
Po(i j) = 1= falls i € Z¢ und j = %
1 falls 1 = 7 =«
0 sonst

- 7o :=1inf {k > 0 : Z;, = x} ist P-fast sicher endlich.
P2 =) = PP (7 > n)Pi(X, = j) = (L+m?)7"Py(X, = j)

- Theorem 8.26
Mit A € Z¢ d > 1, n eine beliebige Randbedingung und 7, := 0 ist ¢, unter MX;m
Gaussverteilt mit Eigenwertvektor u mit

w' =K'z, ], VieA

und Kovarianzmatrix G,,.A mit

o 1 n Tae—1
Grin (i, J) = 1 +m2Ei [ Z 1{Zn=j}]
n=0

© G(4, ) o= 100 Gy (0, J) = Hﬁ ano P (Zn = J)

- Theorem 8.28
Vd>1und m >0 gilt |G(m)| = o0



