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Definition des Modells

· ΩΛ = RΛ und Ω = RZd

· ωi ∈ R ist der Spin vom Knoten i ∈ Zd

· Die Hamilton Funktion ist definiert als:

HΛ;β,m(ω) :=
β

2d

∑
{i,j}∈EbΛ

(ωi − ωj)2 +
m2

2

∑
i∈Λ

ω2
i , ω ∈ Ω, β ≥ 0, m ≥ 0

· Wir verwenden die Borel-σ-Algebra auf ΩΛ und auf Ω die σ-Algebra F beruhend auf
Zylindern.

· Seien Λ b Zd und η ∈ Ω, dann ist die Gibbsverteilung vom Gaussian Free Field(GFF) in
Λ mit Randbedingung η, inverser Temperatur β ≥ 0 und Masse m ≥ 0 das Wahrschein-
lichkeitsmaß µηΛ;β,m auf (Ω,F) definiert durch:

∀A ∈ F , µηΛ;β,m(A) :=

∫
e−HΛ;β,m(ωΛηΛc )

Zη
Λ;β,m

1A(ωΛηΛc)
∏
i∈Λ

dωi

mit: Zη
Λ;β,m :=

∫
e−HΛ;β,m(ωΛηΛc )

∏
i∈Λ

dωi

· Für ω′i := β1/2ωi gilt: µηΛ;β,m(A) = µη
′

Λ;1,m′(β1/2A), ∀A ∈ F
mit m′ := β.1/2m und η′ := β1/2η
Somit kann man o.B.d.A. β = 1 Annehmen, was im folgenden auch gemacht wird.

· Wir benötigen noch die Zufallsvariable ϕi : Ω→ R definiert durch

ϕi(ω) := ωi, i ∈ Zd,

den Vektor ϕΛ = (ϕi)i∈Λ (mit Λ b Zd) und das Feld ϕ := (ϕi)i∈Zd

Gaussverteilte Vektoren und Felder

· Definition 8.3
Ein Vektor ϕΛ ist Gaussverteilt, wenn für alle festen tΛ, tΛ ·ϕΛ eine Gaussverteilte Variable
ist (möglicherweise mit Varianz Null).
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· Der Erwartungswert und die Varianz von tΛ · ϕΛ ist folgendermaßen von tΛ abhängig:

EΛ[tΛ · ϕΛ] =
∑
i∈Λ

tiEΛ[ϕλ] = tΛ · aΛ

mit dem Erwartungswertvektor aΛ = (ai)i∈Λ und ai := Eλ[ϕi]

VarΛ(tΛ · ϕΛ) = EΛ[(tΛ · ϕΛ − EΛ[tΛ · ϕΛ])2] =
∑
i,j∈Λ

ΣΛ(i, j)titj = tΛ · ΣΛtΛ

mit der Kovarianzmatrix ΣΛ = (ΣΛ(i, j))i,j∈Λ und ΣΛ(i, j) :=CovΛ(ϕi, ϕj)

· Theorem 8.4
Sei ϕΛ Gaussverteilt mit Erwartungswertvektor aΛ und Kovarianzmatrix ΣΛ, Dann ist
die Verteilung von ϕΛ absolut Stetig zum Lebesgue-Maß mit Dichte:

1

(2π)|Λ|/2
√
|detΣΛ|

exp
(
− 1

2
(xΛ − aΛ) · Σ−1

Λ (xΛ − aΛ)
)
, xΛ ∈ ΩΛ

Umgekehrt, ist ϕΛ absolut Stetig bezüglich des Lebesgue-Maßes und hat die gegebene
Dichte, dann ist ϕΛ Gaussverteilt mit Erwartungswertvektor aΛ und Kovarianzmatrix
ΣΛ.

· Definition 8.5
Eine unendliche Familie von Zufallsvariablen ϕ = (ϕi)i∈Zd ist ein Gaussverteiltes Feld,
wenn für jedes Λ b Zd, die Einschränkung ϕΛ Gaussverteilt ist.

· Theorem 8.6
Es sei ϕB(n) ∼ N (aB(n),ΣB(n)). Falls für alle i, j ∈ Zd die Limits

ai := lim
n→∞

(aB(n))i und Σ(i, j) := lim
n→∞

ΣB(n)(i, j)

existieren und endlich sind, folgt:

(i) Geht n → ∞, dann konvergiert für alle Λ b Zd die Verteilung von ϕΛ gegen eine
Gaussverteilung mit:

aΛ = (ai)i∈Λ und ΣΛ = (Σ(i, j))i,j∈Λ

(ii) Es gibt ein Gaussverteiltes Feld ϕ̃, mit ϕ̃Λ ∼ N (aΛ,ΣΛ)

Harmonische Funktionen

· Sei f = (fi)i∈Zd wir definieren für {i, j} ∈ EZd den diskreten Gradient

(∇f)ij := fj − fi

und für i ∈ Zd den diskreten Laplace-Operator

(∆f)i :=
∑
j:j∼i

(∇f)ij
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· Wir können den Laplace-Operator umschreiben:

(∆f)i =
∑
j∈Zd

∆ijfj, i ∈ Zd mit ∆ij =


−2d falls i = j

1 falls i ∼ j

0 sonst

Zudem definieren wir:

(∆Λf)i :=
∑
j∈Λ

∆ijfj und f ·∆Λg :=
∑
i,j∈Λ

∆ijfigj

· Das Dirichlet Problem:
Es wird eine Funktion u gesucht, sd. (∆u)i = 0 ∀i ∈ Λ und ui = ηi ∀i ∈ Λc

· Das Dirichlet Problem hat maximal eine Lösung.

Der massefreie Fall

· Löst u das Dirichlet Problem, so kann die Hamilton Funktion in die folgende Form ge-
bracht werden:

HΛ;0 =
1

2
(ϕ− u) · (− 1

2d
∆Λ)(ϕ− u)

· (− 1
2d

∆Λ) = IΛ − PΛ mit P (i, j) := 1
2d
· 1{j∼i}

· Nun beschreibt (P (i, j))i,j∈Zd die Übergangswahrscheinlichkeiten eines symmetric simple
randem walk X = (Xk)k≥0 auf Zd

· τΛc := inf{k ≥ 0 : Xk 6∈ Λ} =⇒ Pi(τΛc <∞) = 1 ∀Λ b Zd

· Lemma 8.13
GΛ = (GΛ(i, j))i,j∈Λ = (IΛ − PΛ)−1 mit:

GΛ(i, j) :=

τΛc−1∑
n=0

1{Xn=j} (Green Funktion des simple random walk in Λ)

· Lemma 8.15
Die Lösung des Dirichlet Problems ist u mit ui = Ei[ηXτΛc ] ∀i ∈ Zd

· Theorem 8.17
Unter µηΛ;0 ist ϕΛ Gaussverteilt mit Erwartungswertvektor aus 8.15 und Kovarianzmatrix
aus 8.13.

· Theorem 8.19
Für d = 1,2 existiert kein Gibbsmaß mit unendlichem Volumen (G(0) = ∅)

· Theorem 8.21
für d ≥ 3 gilt |G(0)| =∞
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Der massive Fall

· Für das massive Dirichlet Problem wird eine Funktion u gesucht, sd.(
(− 1

2d
∆ +m2)u

)
i

= 0 ∀i ∈ Λ und uj = ηj ∀j ∈ Λc

· Zd? := Zd ∪ {?} mit ? 6∈ Zd

· Die Übergangsmatrix zum neuen randem walk (Zk)k≥0 ist gegeben durch:

Pm(i, j) :=


1

1+m2
1
2d

falls i, j ∈ +Zd, i ∼ j

1− 1
1+m2 falls i ∈ Zd und j = ?

1 falls i = j = ?

0 sonst

· τ? := inf {k ≥ 0 : Zk = ?} ist P-fast sicher endlich.

· Pmi (Zn = j) = Pmi (τ? > n)Pi(Xn = j) = (1 +m2)−nPi(Xn = j)

· Theorem 8.26
Mit Λ b Zd, d ≥ 1, η eine beliebige Randbedingung und η? := 0 ist ϕΛ unter µηΛ;m

Gaussverteilt mit Eigenwertvektor u mit

umi := Emi [ηZτΛc ], ∀i ∈ Λ

und Kovarianzmatrix Gm;Λ mit

Gm;Λ(i, j) =
1

1 +m2
Emi
[ τΛc−1∑

n=0

1{Zn=j}

]

· Gm(i, j) := limn→∞Gm;B(n)(i, j) = 1
1+m2

∑
n≥0 Pmi (Zn = j)

· Theorem 8.28
∀d ≥ 1 und m > 0 gilt |G(m)| =∞
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