Gibbs-Maf3 auf unendlichen Gittersystemen

Moritz Berg

Notation:

e Falls S = Z schreiben wir Q = Qg
o Fiir w,n € Qp schreiben wir wy, na

e Sei A C A C Z% dann ist fiir w € Qy wa = w)a eingeschrénkt auf A.
Weiter schreiben wir wpy = nan/a\a fiir n,77 € Q, um Konfigurationen von Gebieten zu
verkniipfen.

Problemstellung

Definition (Zylinder):

Sei fiir A € Z7, Tl : Q — Qp : die Projektion und A € 22(,), dann ist
M (A) ={weQ:wy € A}
ein Zylinder zur Basis A und
F(A) = {1 (4): A € P(Q))
die Menge aller Ereignisse die nur von Spins in A abhéngen.

Definition (o-Algebra):

Sei S C Z7 nicht notwendigerweise endlich und sei
Cs = UresC(N),

dann ist
ﬁg = U(ng)

die kleinste o-Algebra von lokalen Ereignissen in S.

Definition (Marginal):

Sei u € #(Q) und A € Z¢ die marginale Verteilung von y auf A ist definiert als:

pla = po It

Satz 6.6 (Kolmogorovs Erweiterungssatz):

Sei {pa}aeza, ta € #1(02y), konsistent, d.h.
VA € Z%: pa = pp o (TTIX)7L, VA C A.

Dann existiert ein eindeutiges pu € . (€2), so dass pa = py fiir alle A € Z<.



DLR Ansatz

Lemma 6.7:

Fiir alle A C A € Z7 und alle beschréinkten messbaren Funktionen f: Q — R gilt :
(Dhpn= UL apr)kipn YNEQ

Definition (Kern):

Sei A € Z%. Ein Kern von .%,c nach .Z ist die Abbildung 75 : . % x Q — [0, 1] mit folgenden
Eingenschaften:

o Fiir alle w € Q ist mp(+|w) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2,.%).
o Fiir alle A € .F ist mp(A|-) Fpc-messbar.

Falls weiter gilt:
7TA(B|OJ)=]IB(UJ), VBEyAc

fiir alle w € ) ist w5 zulassig.

Definition (Komposition von Kernen):

Fir wp, ma definieren wir die Komposition:
maTA(Aln) == /WA(A|w)7TA(doJ\77).

Analog wird pmy fir ein p € #(Q) definiert:

pa(4) = [ ma(Afe)utd).

Definition (Spezifikation):

Eine Spezifikation ist eine Familie 7 = {ma } ycz¢ von zulassigen Kernen die konsistent sind,
d.h.:
TATA = TA VACA@Zd

Definition (kompatibel):

Sei m = {mp}aeza eine Spezifikation. Ein Mafl i € .Z(Q)) heiit kompatibel mit , falls

pra =p VA € Z4.
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Gibbs-Spezifikation

Definition (Potential):

Sei B € Z? und @5 : Q — R eine .#p-messbare Funktion, dann ist ® = {®5} ey« ein
Potential.
Der assoziierte Hamiltonian auf dem Gebiet A ist definiert als:

Hn.o (W) == Z Pp(w), Ywe
BEZ4: BNA#£D

Definition (Gibbsspezifikation):

Fiir jede Konfiguration 7pwa. definieren wir die Gibbs-Spezifikation 7% = {7} )z« als:

1

e~ e (Tawse)
w
ZA;‘i)

Wf(TAM) =
mit
ZX;@ = Z e_'yfA;é(TAUJAc)

TAEQA

Definition (Unendliches Gibbs-Maf):

Fiir eine Gibbs-Spezifikation 7% zum Potential ® heiBt ein Wahrscheinlichkeitsma8 p, das
kompatibel mit 7% ist, unendliches Gibbs-Maf assoziiert zu ®.

Existenz

Definition (Konvergenz auf 2):

Eine Reihe (w;,)nen konvergiert gegen w* € Q falls,

lim Wi =w?, Vjez

)
n—»00 J

Wir schreiben w(™ — w*.

Proposition 6.20 (Kompaktheit von 2):

) ist folgenkompakt, d.h. fiir jede Folge (w(”))nzl C 2 gibt es ein w* € () und eine Teilfolge
(W) s.d. W) — W

Definition (Stetigkeit):

Eine Funktion f: Q — R ist stetig, falls aus w™ — w folgt f(w™) — f(w). Die Menge der
stetigen Funktionen schreiben wir als C'(€).

Definition (Quasilokalitét):

Eine Funktion f heifit quasilokal, falls es eine Folge (g, ),>1 von lokalen Funktionen gibt sd.
lgn — flloc = 0.

Lemma 6.21;

f ist stetig < f quasilokal ist.

Aufgabe 6.13:

Sei m = {mpJaeze quasilokal. Fur ein festes A gilt:

FEC(Q) = mafeC()
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Lemma 6.22;

Falls p,v € 4 (Q), dann sind folgende Aussagen aquivalent:
1. u=v

2. u(C) =v(C) fir alle C € 7.

3. u(g) = v(g) fiir alle lokalen Funktionen g.

4. u(f) =v(f) fir alle f € C(Q).

Aufgabe 6.12:

L pm=p

2. un(f) — p(f) fur alle lokalen Funktionen f.

3. un(f) — p(f) fur alle f € C(Q).
4. p(fn, 1) — 0, wenn wir fiir alle y, v € 4 () den Abstand definieren als

1
V) = - C) —v(0)|.
i) i=sw g max | 14(C) ~(C)

Satz 6.24 (Kompaktheit von .Z(Q2)):

A () ist folgenkompakt, d.h. fir jede Folge (115)n>1 € A4 (Q) gibt es ein p € A (§2) und
eine Teilfolge (fin, )k>1 S.d. pin, = p fiir &k — oo.

Satz 6.26 (Existenz):

Falls m = {7} aeze quasilokal ist, gilt ¢ () # 0.
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