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Worum geht es eigentlich?

e Konstruktion des Gibbs-MaBes im Unendlichen und Existenz
® Eindeutigkeit und Symmetrien
® Unterklasse von Gibbs-MaBen
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1. Problemstellung
2. DLR Ansatz
3. Gibbs-Spezifikation

4. Existenz
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Problem mit unendlichen Systemen

 ~ -> @

ien

® Bisher haben wir Gibbs-MaB definiert als /155 ,(w) = %ﬁhw = O
" N;B,h

® Hamiltonian und Partitionsfunktion sind nicht wohldefiniert
® D.h. die Wahrscheinlichkeit von jeder Konfiguration ware 0
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Schon bekannt

Spinmenge :
Gitter :
Spinkonfiguration :

Hamiltonian :

Qo

Scz®

Qs = Qg = {(wi)ies : wi € QVi € S}
Hr:Q—R

Bsp. {—1,1}
Bsp. {3,4,5}°

mit A € Z¢
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Notation

® Falls S = Z9 schreiben wir Q = Qs
e Fiir w,n € Q, schreiben wir wy, 7

® Sei A C A C Z9 dann ist fir w € Q) wa = wja eingeschrankt auf A.

Weiter schreiben wir wa = nan/a\a fiir n,n7 € 2, um Konfigurationen von Gebieten
zu verknipfen.

' = —
n=+ /M

et
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Zylinder

Definition (Zylinder)
Sei fiir A € Z9, Tp : Q — Q, : die Projektion und A € Z2(Q,), dann ist A=547

ein Zylinder zur Basis A und e A

E(N) = {M1(A): Ae 2(Qn)}

die Menge aller Ereignisse die nur von Spins in A abhangen.
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o-Algebra von Zylindern

Definition (o-Algebra von Zylindern)

Sei S C Z? nicht notwendigerweise endlich und sei
Cgs = U/\@scg(/\),

dann ist
gs = O’(%ﬂs)

die kleinste o-Algebra von lokalen Ereignissen in S.
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o-Algebra von Zylindern

Definition (o-Algebra von Zylindern)

Sei S C Z9 nicht notwendigerweise endlich und sei
%5 = U/\@s%ﬂ(/\),

dann ist
ﬁs = 0(%5)

die kleinste o-Algebra von lokalen Ereignissen in S.

Bsp. {w} € .Z: Betrachten B(n) := {—n,...,n}4 € Z¢
Dann ist M (1)( w) € @7¢ und deshalb ﬂ,,eNI'IB(n)( w) = {w} €Lr
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Messbare und lokale Funktionen

Eine Funktion g : Q — R ist .#s-messbar genau dann, wenn 3¢ : Qs — R, sd.

g(w) = ¢(ws)

e |okale Funktionen sind .%s-messbar fiir ein S C Q

acs 5(cgg=3(¢../j 2.0z, %=cys_
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Marginale

Definition (Marginal)

Sei € A (Q) und N € Z? die marginale Verteilung von ;. auf A ist definiert als:

pla = po Myt

Fiir alle A C A € Z9 sei M)} : Qr — Qa die kanonische Projektion. Dann gilt fiir alle
Marginale:

ptla = plao (MR)™
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Kolmogorovs Erweiterungssatz

Satz 6.6 (Kolmogorovs Erweiterungssatz)
Sei {ua}aeze, pn € #1(2)), konsistent, d.h.

VA € Zd . MaA = UA O (I’Ig)_l, VA C A

Dann existiert ein eindeutiges 11 € .#(2), so dass jupn = pu fir alle A € Z°.

Problemstellung 12/66



Kolmogorovs Erweiterungssatz

Satz 2 (Kolmogorovs Erweiterungssatz)

Sei {pntnezd, pn € #1(82)), konsistent, d.h.

YA€ Z9: pup=ppno(N))7E VA CA.

Dann existiert ein eindeutiges p1 € .#(Q2), so dass jp = p fiir alle A € Z°.

® erster Ansatz in Wahrscheinlichkeitstheorie um Existenz von
WabhrscheinlichkeitsmaBen auf tiberabzahlbaren Produktraumen zu zeigen

e stellen lokale Anforderungen an das WahrscheinlichkeitsmaR
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Warum nicht Kolmogorovs Erweiterungssatz?

Gegenbeispiel

betrachten Ising-Modell mit d =2, h = 0 und wollen Marginal vom Ursprung oy

oo ~ Ber(p), wir wollen p bestimmen

fur hinreichend groBes 5 hangt der Erwartungswert von oy vom Gibbs-Zustand ab
® es gibt verschiedene Gibbs-Zustande, die zu den selben Parametern 3, h gehoren

makroskopischer Zustand notig, um Marginale aufzustellen
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DLR Ansatz

Dobrushin, Lanford und Ruelle

® betrachten bedingte Erwartungswerte anstatt
Marginalen

® nutzen aber eine ahnliche Konsistenzbedingung

® der Erwartungswert von lokalen Funktionen f
hangt nur von der Konfiguration auf A ab

DLR Ansatz
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Konsistenzbedingung fiir bedingte Erwartungswerte

Fiir alle A € A € Z9 und alle beschrankten messbaren Funktionen f : Q — R gilt :

(Frsn = O apspnsn n€Q

® Fur den Beweis vereinfachen wir die Notation und lassen 3 und h weg
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_ e e~ (wamnc)
(= S
N

WA
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) w . e—ﬁﬁ\(w/\ﬂAC)
(Fralh = 3 (e
A

w,

A
e~/ (wpwn/anne) = (wanae)

= E :f (W/ w/\/N?/\C)
- A WATIAC n
ZA Z/\

WA Wiy
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e~ (wanae)

({(F)aln = Z(fﬁ”’“z—;\y

WA
e~ (wpawn/anne) = (wannc)
_ o
= (Wawn/amin) e 77
WA Wiy A A

N (wawp anne) — Ha(Wawn/anne) = FA(WaWa/aTAe) — FA(WAWA/ATIA)

DLR Ansatz
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Beweis

e_j{j\(w/\n/\c )

(F)a)r = Z(ﬂﬁmcz—;\y

WA
e~ /a(Wpwn/anne) g=Hn(wanpe)
= fwyw <)
AWA/ATIA WATING 7
/ ZA Z/\
WA Wi

FN(wawp/anne) — Ha(wawn/aminc) = %\(W’AWA/AUAC)—%”A(WIAW/\I/AUAC)
& —Hn(Wawn/anne) = Fn(wawn/anae) — Ha(wawn/anne) — HA(WaWA/aTA)
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e_jﬁ\(w/\’r]/\c )

(k= 302" g

WA
e~ a(Wpawn/anne) g—HA(wanac)
/
= E :f(wAw/\/An/\c) 7N 77
WA W A A
A
. /N wawn/amne)=Hn(wawn/amine) = Ha(Wpawp/anne)  @—Hn(wainc)
= E (E f(wWawn/amae) ZONTIAe ) 77
WA wh A A
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Beweis

e_'}ﬁ\(w/\n/\c)

({(Fa)k = Z(fﬁmcz—;\y

wa
e~ n(wawn/anne) g=An(wanac)
'
= E § f(wAw/\/An/\c) 7PN 77
w ’ A A
A Wi
) e/ (wawn/anne)=Hn(wawn/anne)=HAn(Wpwp/anne)  g—HA(warine)
:E (E f(wAw/\/An/\‘) 7N ) 7
WA wh A A

—HN(WaAwWA/aTNe)  a—HA(wAnAC)
e A e
- Z(Z f(w,Aw/\/An/\c) 77 ) ZONIAE
WA W A A
A

DLR Ansatz 22/66



e~ I (Wawn/amAe)  g=Hn(wrTine)

<<f>A>X = Z(Z f(w/A(,u/\/AT]/\c) 77 ) 7PN
o A A

— (W, N CINDIVIN YD)
e~ /A (Wawn/ATIAC) ZwAe /

- Z (Z f(w/AwA/AnAC) Z/T\I ) ZZM}AC

WA/A Wi
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Beweis

e~ 7N wWpawn/atne)  g=Hna(wanpe)

{(Aahh =Y F(wawaamne) Z7 ) Ze

WA wh

— AN (W wh/ANAC) Zw e~ a(wawn/annc)
A

e
- Z(Z f(wawn/anae) Zl ) ZoNe

WA/A Wi

Mit Wy = WaWA/A
—HN(wpTnc)

€
= f(w,n/\c)—
2.k,
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Beweis

e~ 7N wWpawn/atine)  g—Hna(wanpe)

(P =D O f(wawr/ame) 7 ) e
’ Z/\ ZA
WA Wi

7(yf;\(w/ (.U/\/A’I’)/\C) Z eff%A(wAw/\/An/\C)
e A w
= E :(E :f(w/Aw/\/AnAc) Z;\] ) = ZZM}AC

WA/A Wi

Mit Wy = WaWa/A
_%A(w/\n/\c)

== Z f (A)A'r//\c
= <f>X
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Kern

Definition (Kern)
Sei A € Z9. Ein Kern von Zxc nach .7 ist die Abbildung 7 : .# x Q — [0, 1] mit
folgenden Eingenschaften:
e Fiir alle w € Q ist ma(-|w) ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (2,.%).
e Fiir alle A € .Z ist mA(A|-) -Fpc-messbar.
Falls weiter gilt:

7T/\(B|CL)) = ]IB(CL)), VB € Fpc

fur alle w € Q ist mp zulassig.
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Kern

Definition (Kern)
Sei A € Z9. Ein Kern von Zxc nach .Z ist die Abbildung 7 : . # x Q — [0, 1] mit
folgenden Eingenschaften:
e Fiir alle w € Q ist ma(-|w) ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (Q2,.%).
e Fiir alle A € .Z ist mA(A|-) Fpc-messbar.
Falls weiter gilt:

WA(B’CU) = ]IB(CL)), VB € Fpc

fur alle w € Q ist mp zulassig.

Bsp. unabhangige ZV. mit Wahrscheinlichkeitsverteilung p; von w; fiir i € Z¢
TA(Alw) = 2 eallien pilwi)La(whwn)

DLR Ansatz 27/66



Komposition von Kernen

Definition (Komposition von Kernen)

Fur 7, ma definieren wir die Komposition:

rama(Aln) = / 7 (Alw)ma(dwl).

Analog wird pmy fir ein p € #(Q2) definiert:

puma(A) = /WA(A|w),u(dw).

® mAT ISt wieder zulassig
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Spezifikation

Definition (Spezifikation)

Eine Spezifikation ist eine Familie 7 = {mp}acze¢ von zul3ssigen Kernen die konsistent
sind, d.h.:
TATTA = TTA VACA@Zd
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Spezifikation

Definition (Spezifikation)

Eine Spezifikation ist eine Familie 7 = {7 }acze¢ von zuldssigen Kernen die konsistent
sind, d.h.:

TATTA = TTA VACA@Zd

Bsp. unahb. ZV.:

mama(Aln) =Y (O [ pilwh1a(wawae)) [ piws) Lu(wanae)

we WweAicA JEN
= Z Z HP, DLa(wawa/amac)) H pi(wj) = ZHPi(wi)ﬂA(w/\n/\c) = mA(Aln)
wa/n WEAIEA JEN/A wEA ieN
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Kompatible MaBe

Definition (kompatibel)
Sei m = {ma}reze eine Spezifikation. Ein MaB p € .# () heiBt kompatibel mit 7, falls

pra =p VYA€ Z9.

Bsp. unabh. ZV.:
Das ProduktmaB p(w) = [];cz4 pi(wi) ist das kompatible MaB zu der Spezifikation von
unabhangigen Zufallsvariablen.
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O
Kompatible MaBe

Definition (kompatibel)
Sei m = {ma}reze eine Spezifikation. Ein MaB p € .#(R2) heiBt kompatibel mit 7, falls

pra =p YA € Z°.

e die Menge der kompatiblen MaBe von 7 heiBt ¥(7).
® mit dieser Definition kann man MaBe p auf unendlichen Gittern konstruieren
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Gibbs-Spezifikation

® bisher ganz allgemeine Spezifikationen und MaBe betrachtet

® Gibbs Spezifikationen beschreiben die Modelle aus diesem Buch

e generalisiert das Ising Modell, indem Interaktionen zwischen verschiedenen Mengen
von Spins betrachtet werden
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Potential

Definition (Potential)

Sei B € Z9 und ®5 : Q — R eine .#g-messbare Funktion, dann ist ® = {®g}gcz0 €in
Potential.
Der assoziierte Hamiltonian auf dem Gebiet A ist definiert als:

How):= > dpw), YweQ

BEZ4: BNAAD

® Falls d endliche Reichweite hat ist die Summe endlich

e Falls ® nicht endliche Reichweite hat, nehmen wir an, dass ®g absolut summierbar
ist
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Potential des Ising-Modells

Beispiel: Potential des Ising-Modells
—Pwjw; falls B={i,j}, i ~J,
dp(w) = —hw;  falls B={i},
0 sonst
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Gibbs-Spezifikation

Definition (Gibbs-Spezifikation)

Fiir jede Konfiguration Tawae definieren wir die Gibbs-Spezifikation 7® = {7} }rcze
als:
1 — . TAWAC
7T7\>(7'/\‘0J) = _Z;(;q,e Hho(mnwne)
mit
TAESQN

vy

7% = {W;‘\)}A@Zd ist eine Spezifikation \

e der Beweis funktioniert ahnlich zu dem von Lemma 6.7
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Unendliches Gibbs-MalB

Definition (Unendliches Gibbs-MaB)

Fiir eine Gibbs-Spezifikation 7® zum Potential ® heiBt ein WahrscheinlichkeitsmaB L,

das kompatibel mit 7® ist, unendliches Gibbs-MaB assoziiert zu ®.

¢ unterschiedliche Potentiale konnen zur selben Spezifikation fiihren

® dann beschreiben sie auch den selben physikalischen Zustand. Man sagt auch sie
sind physikalisch aquivalent
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Phase-Transition

Definition (Phase-Transition)

Falls ¢(7®) mindestens zwei verschiedene MaBe enthalt, |¢(7®)| > 1, gibt es eine
first-order Phase Transition fiir das Potential ¢
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Existenz

Bedingung fur die Existenz gesucht
® Beweis nutzt Kompaktheit von 2

Wir brauchen topologische Notation

Wir brauchen Endlichkeit der Spinmenge
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Konvergenz auf €2

Definition (Konvergenz auf Q)

Eine Reihe (w,)nen konvergiert gegen w* € Q falls,

lim w}") =w;, Vj€ z
n—o0

Wir schreiben w(™ — w*.

e zwei Elemente aus 2 liegen nah zusammen, wenn sie auf einer groBen Menge um
den Ursprung gleich sind.
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Kompaktheit von 2

Proposition 6.20 (Kompaktheit von )

Q ist folgenkompakt, d.h. fiir jede Folge (w("),>1 C Q gibt es ein w* € Q und eine
Teilfolge (w(™))is1 s.d. w(™) — w*

Existenz 116



Beweis

Sei (wM),>1 € Q eine Folge und {i1, o, is, ...} eine beliebige Nummerierung von Z?
1. betrachten (w,g")),,zl € {—1,1} und finden eine Teilfolge (w("“))jzl, die konvergiert

n
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Beweis

/7:7/2/3/.-’

}i’,: I 13 g/ >
n9<y

? ;'L_— 3/ ;/ 77

Sei (wM),>1 € Q eine Folge und {i1, o, i3, ...} eine beliebige Nummerierung von Z?

1. betrachten (w,g")),,zl € {—1,1} und finden eine Teilfolge (w,g"“))jzl, die konvergiert
2. betrachten (wgll’j))jZ:[ € {—1,1} und finden eine Teilfolge (wg’”))jzl, die konvergiert
3. .. -
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Beweis

Sei (wM),>1 € Q eine Folge und {i1, o, is, ...} eine beliebige Nummerierung von Z?

1. betrachten (w,g")),,zl € {—1,1} und finden eine Teilfolge (w,g"“))jzl, die konvergiert
2. betrachten (w,gnl‘j))jzl € {—1,1} und finden eine Teilfolge (w,g"“))jzl, die konvergiert
3

4. Definieren w* € Q durch: wi = lim; 00 wfk"k*j), Vk >1
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Beweis

Sei (wM),>1 € Q eine Folge und {i1, ip, is, ...} eine beliebige Nummerierung von Z?
1. betrachten (w(ln)),,zl € {—1,1} und finden eine Teilfolge (w("“))jzl, die konvergiert

n /) n /
2. betrachten (w,gnu))jzl € {—1,1} und finden eine Teilfolge (wg’”))jzl, die konvergiert
3. ..
4. Definieren w* € Q durch: w; :=lim;_, wfk"“’), Vk>1
5. Dann ist die diagonale Teilfolge (w("¥));>; eine Teilfolge von (w(M),>1
und erfiillt w4 — w* fiir j — oo
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Stetige Funktionen auf Q

Definition (Stetigkeit)

Eine Funktion f : Q — R ist stetig, falls aus w(" — w folgt f(w(™) — f(w). Die
Menge der stetigen Funktionen schreiben wir als C(£2).
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Stetige Funktionen auf Q

Definition (Stetigkeit)

Eine Funktion f : Q — R ist stetig, falls aus w(" — w folgt f(w(™) — f(w). Die
Menge der stetigen Funktionen schreiben wir als C(£2).

® |okale Funktionen sind stetig
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Quasilokalitat

Definition (quasilokale Funktion)

Eine Funktion f heiBt quasilokal, falls es eine Folge (g,)n>1 von lokalen Funktionen gibt
sd. ||gn — fl|loo — 0.

vy

J

Definition (quasilokale Spezifikation)

Eine Spezifikation m = {mA}acze ist quasilokal, falls jeder Kern 7y stetig beziiglich der
Randbedingung ist.

NL(ar)+ > ¢2,7)
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Zusammenhang Stetigkeit und Quasilokalitat

f ist stetig < f quasilokal ist. l

Aufgabe 6.13

Sei m = {mr}acze quasilokal. Fiir ein festes A gilt:

f € C(Q) = mf € C(Q)
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Charakterisierung von MaBen

Lemma 6.22

Falls u, v € .#(2), dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. u=v

2. u(C)=v(C) fur alle C € 7.

3. u(g) = v(g) fir alle lokalen Funktionen g.

4. u(f) = v(f) fir alle f € C(Q).
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Konvergenz von MaBen

Definition (Konvergenz auf .#(Q2))

Eine Folgen (pn)n>1 C #(Q2) konvergiert zu p € .# (), falls
lim p,(C) = u(C), fiir alle Zylinder C € ¢

n—o0

Wir schreiben p,, = p.
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Aquivalente Konvergenzen

Aufgabe 6.12

Lopn=p

2. () — p(f) fir alle lokalen Funktionen f.

3. wa(f) — p(f) fiir alle f € C(Q).

4. p(pn, pr) — 0, wenn wir fiir alle u, v € .#(2) den Abstand definieren als

1
p(p,v) = sup ;Cegj(a;;k))!u(C)—V(C)\-
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Kompaktheit von .7 (Q)

A () ist folgenkompakt, d.h. fiir jede Folge (1n)n>1 € # () gibt es ein p € #(Q)
und eine Teilfolge (fin, )k>1 5.d. pn, = o fiir k — oo.
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Existenz

Falls m = {ma}aeze quasilokal ist, gilt 4(m) # 0.

® es existiert also ein kompatibles MaB
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Sei m = {ma}aeze eine quasilokale Spezifikation und w € Q
Definiere p,(+) := mp(n)(-|w) B(n) = {—n,...,n}¢
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Beweis

Sei m = {ma}aeze eine quasilokale Spezifikation und w € Q
Definiere fin(-) := mp(n)(-|w) B(n) = {—n,...,n}
Aus der Konsistenz von  folgt fiir n sd. B(n) D A:

KaTA = 7TB(n)7T/\( w) = TB(n ( w) = pn ()
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Beweis

Sei m = {ma}aeze eine quasilokale Spezifikation und w € Q
Definiere pin(-) := ma(m(-|w) B(n)={-n,...,n}?
Aus der Konsistenz von 7 folgt fiir n sd. B(n) D A:

pamtn = TR TA(|w) = 7o) (-|w) = n - (%)
Aus der Kompaktheit von .7 () folgt:
Jp € %(9)7 (:unk)k21 sd. Hone = | fur k — oo

Wir zeigen, dass pu € ¢(m) ist.
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Wir erinnern uns (Lemma 6.22) = v < u(f) = v(f) Vf e C(Q) J
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Beweis

_a = b A C’—‘)/’?ﬂ(”)‘“/ “/

-2

Wir erinnern uns (Lemma 6.22) 4 = v < u(f) = v(f) Vf e C(Q)

Sei f € C(Q) und A € Z9, da  quasilokal '=25° 1rf € C(Q)
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Wir erinnern uns (Lemma 6.22) u = v < u(f) = v(f) Vf € C(Q) J

Sei f € C(Q) und A € Z9, da 7 quasilokal 223> mAf € C(Q)
Aus Nr.6.6 wissen wir, uma(f) = p(maf)
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Beweis

Wir erinnern uns (Lemma 6.22) u = v < u(f) = v(f) Vf € C(Q)

Sei f € C(Q) und A € Z9, da 7 quasilokal NLOL3 af € C(Q)
Aus Nr.6.6 wissen wir, uma(f) = pu(maf)

puma(f) N6 pu(maf) = len;o fin, (TAT)
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Beweis

Wir erinnern uns (Lemma 6.22) u = v < u(f) = v(f) Vf € C(Q)

Sei f € C(Q) und A € Z9, da 7 quasilokal NLOL3 af € C(Q)
Aus Nr.6.6 wissen wir, uma(f) = pu(maf)

Nr.6.

pa(F) "2 u(aaf) = lim pin, (af) "2 lim g, 7a(F)
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Beweis

Wir erinnern uns (Lemma 6.22) u = v < u(f) = v(f) Vf € C(Q)

Sei f € C(Q) und A € Z9, da 7 quasilokal NLOL3 af € C(Q)
Aus Nr.6.6 wissen wir, uma(f) = pu(maf)

Nr.6.

Nr.6.6 . 6 . LT
pra(F) "=" p(maf) = lim pin (waf) "=7 lim pn, wa(f) = lim g1, ()
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Beweis

Wir erinnern uns (Lemma 6.22) u = v < u(f) = v(f) Vf € C(Q)

Sei f € C(Q) und A € Z9, da 7 quasilokal NLOL3 af € C(Q)
Aus Nr.6.6 wissen wir, uma(f) = pu(maf)

Nr.6.

Nr.6.6 . 6 . * .
pra(f) "= pmaf) = lim o (maf) =7 lim pn, wa(F) = lim g, () = p(f)
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Beweis

Wir erinnern uns (Lemma 6.22) = v < u(f) = v(f) Vf € C(Q)

Sei f € C(Q) und A € Z9, da 1 quasilokal "= 7rf € C(Q)
Aus Nr.6.6 wissen wir, uma(f) = p(maf)

pra(F) 20 p(maf) = lim pin (maf) "0 im jup,7a(F) = lim pin, (F) = u(F)

Da f und A beliebig gilt umpy = p also p € 9(m)
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Vielen Dank fur eure Aufmerksamkeit!
Welche Fragen gibt es?
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