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Motivation
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Was wollen wir heute machen?

Gibbsmaÿe als konvexe Menge

elementare Eigenschaften von extremalen Gibbsmaÿen

extremale Gibbsmaÿe als Limes von Spezi�kationen

Anwendung auf das Ising-Modell

extremale Zerlegung von Gibbsmaÿen

Anne Weiÿ Extremale Gibbsmaÿe 01. Juli 2021 3 / 51



Konvexe Mengen

De�nition (konvexe Kombination)

Seien ν1 , ν2 ∈M1(Ω) und λ ∈ [0, 1], dann wird die konvexe Kombination
von ν1 und ν2 folgendermaÿen de�niert:

(λν1 + (1− λ)ν2)(A) := λν1(A) + (1− λ)ν2(A)

De�nition (Konvexe Menge)

M
′ ⊂M1(Ω) ist konvex, falls jede konvexe Kombination von Elementen

ν1 und ν2 ∈M
′
wieder in M

′
ist.
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Wiederholung

Es gilt µ ∈ G (π) falls µ ∈M1(Ω) und µ ist kompatibel mit der
Spezi�kation π = {πΛ}ΛbZd , das heiÿt

µ = µπΛ für alle Λ b Zd .

Hierbei ist für A ∈ F

µπΛ(A) :=

∫
πΛ(A | ω) dµ(ω)
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Satz

G (π) ist konvex

Beweis.

Seien ν1 und ν2 ∈ G (π), λ ∈ [0, 1]. Wir wollen zeigen

µ := λν1 + (1− λ)ν2 ∈ G (π). Für alle Λ b Zd gilt:

µπΛ = λν1πΛ + (1− λ)ν2πΛ = λν1 + (1− λ)ν2 = µ (1)
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Extremalpunkte

De�nition (Extremalpunkt)

Sei M eine konvexe Menge. Ein Punkt µ ∈ M heiÿt Extremalpunkt, falls für
alle a, b ∈ M und λ ∈ (0,1) mit µ = λa + (1− λ)b folgt, dass µ = a = b.
Die Menge der Extremalpunkte wird als Ex(M) bezeichnet.

Die Elemente aus ex(G (π)) heiÿen auch extremale Gibbsmaÿe.
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Eigenschaften von extremalen Gibbsmaÿen
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De�nition (terminale σ-Algebra)

T∞ :=
⋂

ΛbZd

FΛc (2)

Ereignisse dieser σ-Algebra werden terminal oder makroskopisch genannt.

Bemerkung.

Falls A ∈ T∞ und ω und ω′ auf allen bis auf endlich vielen Stellen

übereinstimmen, dann gilt

1A(ω) = 1A(ω′)

{ω ∈ Ω : lim
n→∞

1

|B(n)|
∑

j∈B(n)

ωj existiert und ist positiv} ∈ T∞
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Proposition

Sei π eine Spezi�kation.

1 Sei µ ∈ G (π) und sei f : Ω→ R≥0 F -messbar mit µ(f ) = 1. Dann ist
f µ ∈ G (π) genau dann, wenn es eine T∞-messbare Funktion h gibt,
so dass f = h µ-fast überall.

2 Seien µ, ν ∈ G (π), sodass µ(A) = ν(A) für alle A ∈ T∞. Dann gilt
schon µ = ν.

Hierbei ist f µ(A) :=
∫
A f dµ.
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Eigenschaften von extremalen Gibbsmaÿen

Satz

Sei π eine Spezi�kation und µ ∈ G (π). Dann sind äquivalent:

1 µ ist extremal

2 µ ist trivial auf T∞, d.h für alle A ∈ T∞ gilt µ(A) = 0 oder µ(A) = 1.

3 Falls f : Ω→ R T∞-messbar ist, dann ist f µ-fast sicher konstant.

4 Für alle A ∈ C , bzw. auch schon für alle A ∈ F , gilt:

lim
Λ↑Zd

sup
B∈FΛc

|µ(A ∩ B)− µ(A)µ(B)| = 0 (3)

Anne Weiÿ Extremale Gibbsmaÿe 01. Juli 2021 11 / 51



1. µ ist extremal ⇒ 2. µ ist trivial auf T∞
Beweis.

Angenommen A ∈ T∞ mit α = µ(A) ∈ (0, 1).

1 A ∈ T∞ ⇒ 1
α1A und 1

1−α1Ac T∞-messbar.

2 µ1 = 1
α1Aµ ∈ G (π) und µ2 = 1

1−α1Acµ ∈ G (π)

3 Nun gilt: µ = αµ1 + (1− α)µ2
4 Da wir µ1 6= µ2 haben, ist dies ein Widerspruch zur Annahme.
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2. µ ist trivial auf T∞ ⇒ 3. Falls Funktion f T∞-messbar ist, ist f µ-fast
sicher konstant.

Beweis.
f T∞-messbar.

1 {f ≤ c} ∈ T∞ und damit µ(f ≤ c) ∈ {0, 1} für alle c.

2 c∗ := inf{c : µ(f ≤ c) = 1}
3

An ⊂ An+1 ⇒ µ(
⋃
n

An) = lim
n→∞

µ(An)

An+1 ⊂ An ⇒ µ(
⋂
n

An) = lim
n→∞

µ(An)

4 Seien c+
n > c∗ monoton fallend und c−n < c∗ monoton steigend so gewählt,

dass beide gegen c∗ konvergieren.

µ(f = c∗) = µ

(⋂
n

{f ≤ c+
n }\

⋃
n

{f ≤ c−n }

)
= 1− 0 = 1
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2. µ ist trivial auf T∞ ⇐ 3. Falls Funktion f T∞-messbar ist, ist f µ-fast
sicher konstant.

Beweis.

A ∈ T∞
1 1A T∞-messbar

2 1A ist µ-fast sicher konstant.

3

µ(A) = µ(1A) ∈ {0, 1}
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Als nächstes benötigen wir eine Folgerung aus dem Konvergenzsatz für

Rückwärtsmartingale:

Korollar

Sei X ∈ L1 und Gn eine absteigende Folge von σ-Algebren, d.h. Gn+1 ⊂ Gn.

Wir de�nieren G∞ :=
⋂
n∈N

Gn. Dann gilt:

lim
n→∞

E (X |Gn) = E (X |G∞) fast sicher und in L1
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3. Falls Funktion f T∞-messbar ist, ist f µ-fast sicher konstant ⇒ 4. Für

alle A ∈ F (bzw. A ∈ C ) gilt:

lim
Λ↑Zd

sup
B∈FΛc

|µ(A ∩ B)− µ(A)µ(B)| = 0 (4)

Beweis. A ∈ F und ε > 0 beliebig. Dann folgt:

lim
n→∞

µ(A | FΛc
n
) = lim

n→∞
µ(1A | FΛc

n
) = µ(1A | T∞) = µ(A | T∞) in L1.

1 Es gibt ein N ∈ N, s.d. für alle n ≥ N

‖ µ(A | FΛc
n
)− µ(A | T∞) ‖L1≤ ε. (5)

2 µ(A | T∞) T∞-messbar ⇒ µ(A | T∞) fast sicher konstant ⇒
µ(A | T∞) = µ(A) fast sicher.
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3 Sei nun n ≥ N, dann gilt nun für alle B ∈ FΛn
c :

|µ(A ∩ B)− µ(A)µ(B)| =

∣∣∣∣∫
B
1A − µ(A) dµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
B
µ(A | FΛc

n
)− µ(A | T∞) dµ

∣∣∣∣
≤‖ µ(A | FΛc

n
)− µ(A | T∞) ‖L1≤ ε
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Lemma

Seien µ, ν ∈ exG (π) mit µ 6= ν. Dann sind µ und ν singulär. Insbesondere
gibt es ein Ereignis A ∈ T∞, so dass µ(A) = 0 und ν(A) = 1.

Beweis.

Sei µ 6= ν.

1 Mit Propsition: Es gibt A ∈ T∞ mit µ(A) 6= ν(A)

2 Mit µ ist extremal ⇔ µ ist trivial auf T∞, folgt die Aussage.
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Extremale Gibbsmaÿe als Limes von Spezi�kationen
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Wiederholung

Sei (µn)n∈N ⊂M1(Ω) eine Folge. Diese konvergiert gegen µ ∈M1(Ω) falls

lim
n→∞

µn(C ) = µ(C ) für alle C ∈ C .

Wir schreiben dann auch µn ⇒ µ.

Satz

Sei µ ∈ exG (π). Dann gilt für µ fast alle ω, dass

πB(n)(· | ω)⇒ µ. (6)

Hierbei war B(n) := {−n, ..., n}d .

Anne Weiÿ Extremale Gibbsmaÿe 01. Juli 2021 20 / 51



Wiederholung

Für eine Spezi�kation π und µ ∈ G (π) gilt für alle Λ b Zd

µ(A | FΛc )(·) = πΛ(A | ·) µ-fast überall . (7)
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Beweis.
Wir wollen nun zeigen, dass

lim
n→∞

πB(n)(C | ω) = µ(C ) für alle C ∈ C .

1 C ∈ C fest ⇒ es gibt ein Ωn,C mit µ(Ωn,C ) = 1 und

πB(n)(C | ω) = µ(C | FB(n)c)(ω) für alle ω ∈ Ωn,C . (8)

2 Mit dem Rückwärtsmartingalkonvergenzsatz �nden wir Ω̃C mit µ(Ω̃C ) = 1,
so dass

lim
n→∞

µ(1C | FB(n)c)(ω) = µ(C | T∞)(ω) für alle ω ∈ Ω̃C . (9)

3 µ(C | T∞) ist T∞-messbar ⇒ fast überall konstant ⇒ es gibt ΩC mit
µ(ΩC ) = 1 so dass

µ(C ) = µ(C | T∞)(ω) für alle ω ∈ ΩC . (10)

4 µ(
⋂
n∈N

Ωn,C ∩ ΩC ∩ Ω̃C ) = 1
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µ+
β,h und µ−β,h
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Lemma

µ+
β,h und µ−β,h sind extremal.

Beweis. Wir zeigen das Lemma nur für µ+
β,h. Für alle ν ∈ G (β, h) und für

jede monoton steigende, lokale Funktion gilt:

ν(f ) ≤ µ+
β,h(f ). (11)

1 Angenommen µ+
β,h sei nicht extremal, d.h. es gibt ein λ ∈ (0, 1) und

ν1, ν2 ∈ G (β, h) mit ν1 6= µ+
β,h so dass:

µ+
β,h = λν1 + (1− λ)ν2.

2 ν1 6= µ+
β,h ⇒ es gibt eine lokale Funktion f mit ν1(f ) 6= µ+

β,h(f ).
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3 Mit Lemma 3.19 wissen wir:

f =
∑

A⊂supp(f )

f̃A
∏
j∈A

nj . (12)

Hierbei ist nj := 1
2

(1 + σj) und f̃A ∈ R.
4 ν1(nA) < µ+

β,h(nA) und ν2(nA) ≤ µ+
β,h(nA). Insgesamt also

µ+
β,h(nA) = λν1(nA) + (1− λ)ν2(nA) < µ+

β,h(nA).
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Wir erhalten, dass

〈σi ;σj〉+β,h := 〈σiσj〉+β,h − 〈σi 〉
+
β,h〈σj〉

+
β,h

für ‖j − i‖∞ →∞ gegen 0 konvergiert. Hiermit erhalten wir ein schwaches

Gesetz der groÿen Zahlen:

Korollar

Sei

mB(n) :=
1

|B(n)|
∑

j∈B(n)

σj .

Dann konvergiert mB(n) → µ+
β,h(σ0) in Wahrscheinlichkeit (bzgl. µ+

β,h), d.h.

lim
n→∞

µ+
β,h(|mB(n) − µ+

β,h(σ0)| ≥ ε) = 0.

Konvergiert die Magnetisierungsdichte auch fast sicher?
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Hierfür benötigen wir Ergodizität von µ+
β,h:

De�nition

M1,θ(Ω) := {µ ∈M1(Ω) : µ ist translationsinvariant}

I := {A ∈ F : θjA = A, für alle j ∈ Zd}

µ ∈M1,θ heiÿt ergodisch, falls für alle A ∈ I gilt µ(A) = 0 oder µ(A) = 1.
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Falls µ+
β,h nun ergodisch ist folgt die Konvergenz aus folgenden Satz:

Satz

Sei µ ∈M1,θ ergodisch, dann gilt für alle f ∈ L1(µ), dass

1

|B(n)|
∑

j∈B(n)

θj f → µ(f ) µ-fast sicher und in L1(µ). (13)

Nun folgt falls µ+
β,h ergodisch ist und dem Fakt, dass σj = θjσ0, dass

m = lim
n→∞

1

|B(n)|
∑

j∈B(n)

σj

µ+
β,h-fast sicher existiert und gegen µ+

β,h(σ0) konvergiert.
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Um die Ergodizität von µ+
β,h zu zeigen benötigen wir ein weiteres Lemma:

Lemma

Sei µ ∈M1,θ(Ω,F ). Dann gilt für alle A ∈ I , dass ein B ∈ T∞ existiert
mit µ(A4B) = 0, insbesondere µ(A) = µ(B).
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Satz

µ+
β,h und µ−β,h sind ergodisch.

Beweis.

Wir zeigen die Aussage nur für µ+
β,h.

1 µ+
β,h ist translationsinvariant.

2 Sei A ∈ I , dann gibt es ein B ∈ T∞, sodass µ
+
β,h(A) = µ+

β,h(B)

3 Da µ+
β,h extremal ist, gilt µ+

β,h(A) = µ+
β,h(B) ∈ {0, 1}
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Extremale Zerlegung von Gibbsmaÿen
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Beispiel

Wir betrachten nun das zweidimensionale Ising-Modell mit h = 0 und
β > βc(2):

exG (β, 0) = {µ+
β,0, µ

−
β,0}.

Nun gilt für alle µ ∈ G (β, 0), dass ein λ ∈ [0, 1] existiert, sodass für alle
B ∈ F

µ(B) = λµ+
β,0(B) + (1− λ)µ−β,0(B).
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Was wollen wir zeigen?

De�nition

eB(ν) := ν(B)

e(P) := σ(eB : B ∈ F )

Satz

Für alle µ ∈ G (π) folgt, dass ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaÿ λµ auf
(M1(Ω), e(P)) existiert, so dass für alle B ∈ F folgende Zerlegung gilt:

µ(B) =

∫
exG (π)

ν(B) dλµ(ν) (14)
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Reguläre bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wissen bereits:

µ(B) =

∫
µ(B | T∞)(ω) dµ(ω)

Nun wollen wir zeigen, dass µ(· | T∞) regulär ist:

De�nition (Reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit)

(µ(A | T∞))A∈F heiÿt regulär, falls eine Funktion

Q · : Ω→M1(Ω)

existiert, sodass

Qω(A) = µ(A | T∞)(ω), µ-fast sicher.
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Konstruktion von Q

1. Konstruktion von Qω:

Sei π = (πΛ)ΛbZd . Dann de�nieren wir

Ωπ :=
⋂
C∈C

{ω ∈ Ω : lim
n→∞

πB(n)(C | ω) existiert}

Falls ω /∈ Ωπ dann de�nieren wir Qω := µ0 mit µ0 ∈M1(Ω). Für ω ∈ Ωπ

de�nieren wir:

Qω(C ) := limn→∞πB(n)(C | ω) für alle C ∈ C
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Eigenschaften von Q:

Qω ist ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf F für alle ω

ω 7→ Qω(B) ist T∞-messbar für alle B ∈ F

Q ·(f ) = µ(f | T∞) fast sicher für alle beschränkten, messbaren

Funktionen f.

{Q · ∈ G (π)} ∈ T∞ und µ(Q · ∈ exG (π)) = 1.

Korollar

Falls G (π) 6= ∅ dann gilt auch schon exG (π) 6= ∅.
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Pushforward von µ

1 λµ(M) := µ(Q · ∈ M) für M ⊂M1(Ω) ist ein Maÿ

2 B ∈ F , eB : M1(Ω)→ [0, 1] mit

eB(ν) := ν(B) (15)

µ(B) =

∫
Ω
1B dµ =

∫
Ω
µ(B | T∞) dµ

=

∫
Ω
Q ·(B) dµ =

∫
Ω
eB(Q ·) dµ

=

∫
exG (π)

eB(ν) dµ ◦ (Q ·)−1(ν) =

∫
exG (π)

ν(B) dλµ(ν)
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Satz

Für alle µ ∈ G (π) folgt, dass ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaÿ λµ auf
(M (Ω), e(P)) existiert, so dass für alle B ∈ F folgende Zerlegung gilt:

µ(B) =

∫
exG (π)

ν(B) dλµ(ν) (16)
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Eindeutigkeit der Zerlegung.

1 Angenommen es gäbe ein weiteres solches Maÿ λ′µ.

2 Es gilt ν ∈ exG (π)⇒ ν(Q · = ν) = 1. Sei ν ∈ exG (π), dann ist ν
trivial auf T∞. Nun folgt∫

A
ν(B) dν(ω) = ν(B)ν(A) = ν(A ∩ B) für alle A ∈ T∞,B ∈ F .

Also ist ν(B) = ν(B | T∞) = Q ·(B) fast sicher.

3 Sei M ⊂M1(Ω) ⇒ ν(Q · ∈ M) = 1M(ν)

λ′µ(M) =

∫
exG (π)

1M(ν) dλ′µ(ν)

=

∫
exG (π)

ν(Q · ∈ M) dλ′µ(ν) = µ(Q · ∈ M) = λµ(M).

Hiermit folgt schon λµ = λ′µ.
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Fragen?
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Anhang
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De�nition

ν � µ ( ν ist absolut stetig bezüglich µ) genau dann, wenn jede
µ-Nullmenge auch eine ν-Nullmenge ist.

Beweis.

2 ⇒ 1: Sei nun µ trivial auf T∞. Angenommen es gibt µ1, µ2 ∈ G (π) und

α ∈ (0, 1) mit µ = αµ1 + (1− α)µ2.

1 µ1 � µ, µ2 � µ
2 Sei A ∈ T∞

Falls µ(A) = 0 ⇒ µ1(A) = 0, µ2(A) = 0
Falls µ(A) = 1 ⇒ µ1(A) = 1, µ2(A) = 1

3 Mit der Proposition folgt: µ = µ1 = µ2.
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Beweis.

4 ⇒ 2: Wir nehmen bei 4, die schwächere Annahme an: für alle A ∈ C gilt:

lim
Λ↑Zd

sup
B∈FΛc

|µ(A ∩ B)− µ(A)µ(B)| = 0 (17)

1 µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B) für alle B ∈ T∞ und A ∈ C (B ∈ FΛc für alle

Λ b Zd)

Nun wollen wir zeigen:

µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B) für alle A ∈ F und B ∈ T∞ (18)

Reicht aus, da wir für B ∈ T∞ A = B setzen:

µ(B) = µ(B ∩ B) = µ(B)2.

Also µ(B) ∈ {0, 1}.
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Sei B ∈ T∞ fest

1

D := {A ∈ F : µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B)}.

ist ein Dynkin System.

2 C ⊂ D ist eine Algebra und erzeugt F ⇒ D = F
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Korollar

Sei

mB(n) :=
1

|B(n)|
∑

j∈B(n)

σj .

Dann konvergiert mB(n) → µ+
β,h(σ0) in Wahrscheinlichkeit (bzgl. µ+

β,h), d.h.

lim
n→∞

µ+
β,h(|mB(n) − µ+

β,h(σ0)| ≥ ε) = 0.
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Beweis.

Wir erhalten, dass es ein r gibt, so dass 0 ≤ 〈σi ;σj〉+β,h ≤ ε für alle
j /∈ i + B(r). Hiermit erhalten wir:

Var(mB(n)) = |B(n)|−2
∑

i ,j∈B(n)

〈σi ;σj〉+β,h

≤ |B(n)|−2
∑

i∈B(n)

 ∑
j∈i+B(r)

〈σi ;σj〉+β,h +
∑

j∈B(n)\{i+B(r)}

〈σi ;σj〉+β,h


≤ |B(r)|
|B(n)|

+ ε.

Somit haben wir lim
n→∞

Var(mB(n)) = 0. Da E (mB(n)) = µ+
β,h(σ0) ist

(Translationsinvarianz!), erhalten wir mit Chebyshevs Ungleichung:

µ+
β,h(|mB(n) − µ+

β,h(σ0)| ≥ ε) ≤
Var(mB(n))

ε2
→ 0.
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Physikalische Relevanz von nicht-extremalen Gibbsmaÿen
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Beispiel

Wir betrachten nun das zweidimensionale Ising-Modell mit h = 0 und
β > βc(2):

exG (β, 0) = {µ+
β,0, µ

−
β,0}.

Nun gilt für alle µ ∈ G (β, 0), dass ein λ ∈ [0, 1] existiert, sodass für alle
B ∈ F

µ(B) = λµ+
β,0(B) + (1− λ)µ−β,0(B).

Sei nun λ ∈ (0, 1) und µ := λµ+
β,h + (1− λ)µ−β,h.
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Da µ+
β,h und µ−β,h extremal sind, wissen wir, dass es Ereignisse

T+,T− ∈ T∞ gibt, so dass

µ+
β,h(T+) = µ−β,h(T−) = 1, µ+

β,h(T−) = µ−β,h(T+) = 0

Eine Kon�guration ω ∈ Ω ist typisch für µ+
β,h, falls ω ∈ T+

µ(T+ ∪ T−) ≥ λµ+
β,h(T+) + (1− λ)µ−β,h(T−) = 1

µ(T+) = λµ+
β,h(T+) = λ.
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Mit

µ(B ∩ T+) = λµ+
β,h(B ∩ T+) = λµ+

β,h(B) = µ(T+)µ+
β,h(B).

erhalten wir

µ(B | T+) = µ+
β,h(B).

Die physikalisch relevanten Gibbsmaÿe sind also extremal.
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