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Motivation
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Was wollen wir heute machen?

Gibbsmalle als konvexe Menge
elementare Eigenschaften von extremalen GibbsmaRen
extremale Gibbsmale als Limes von Spezifikationen

Anwendung auf das Ising-Modell

extremale Zerlegung von Gibbsmallen
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Konvexe Mengen

Definition (konvexe Kombination)

Seien vy , vy € A1(2) und X € [0, 1], dann wird die konvexe Kombination
von v1 und v, folgendermaBen definiert:

(A1 + (1= N)(A) := A (A) + (1 — Mra(A)

Definition (Konvexe Menge)

M C AM1(Q) ist konvex, falls jede konvexe Kombination von Elementen
vy und vp € M wieder in A ist.
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Wiederholung

Es gilt € 9(n) falls p € #1(QQ) und p ist kompatibel mit der
Spezifikation m = {mpA}pcz4, das heiit

= T fir alle \ € 79.

Hierbei ist fiir A € F#

Jin(A) = / A(A | @) dp(w)
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G (m) ist konvex \

Beweis.
Seien v1 und vy € ¥(7), A € [0,1]. Wir wollen zeigen
p= vy + (1 — Nz € 9(x). Fiir alle A € Z9 gilt:

urp =Anma+ (1= XNvomp = A + (L= Ao =p (1)

O]
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Extremalpunkte

Definition (Extremalpunkt)

Sei M eine konvexe Menge. Ein Punkt p € M heit Extremalpunkt, falls fiir
allea, be M und X € (0,1) mit p = Xa+ (1 — \)b folgt, dass = a = b.
Die Menge der Extremalpunkte wird als Ex(M) bezeichnet.

Die Elemente aus ex(¥(m)) heifen auch extremale GibbsmaRe.
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Eigenschaften von extremalen Gibbsmalen
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Definition (terminale o-Algebra)

Tso = ] Fne (2)
Nezd

Ereignisse dieser o-Algebra werden terminal oder makroskopisch genannt.

Bemerkung.

e Falls A€ 7, und w und W’ auf allen bis auf endlich vielen Stellen
iibereinstimmen, dann gilt

1
o {weQ: lim —— Z wj existiert und ist positiv} € T
W B 2
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Sei 7 eine Spezifikation.

Q Seip €Y (m) und sei f: Q — Rsq F-messbar mit u(f) = 1. Dann ist
fu € 9 (m) genau dann, wenn es eine x,-messbare Funktion h gibt,
so dass f = h p-fast iiberall.

@ Seien pu,v € Y(m), sodass u(A) = v(A) fiir alle A € T. Dann gilt
schon p = v.

Hierbei ist fu(A) == [, fdp.
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Eigenschaften von extremalen Gibbsmafen

Sei 7 eine Spezifikation und p € ¢(m). Dann sind dquivalent:

© v ist extremal

Q p ist trivial auf T, d.h fiir alle A € T gilt ;(A) = 0 oder 1(A) = 1.
@ Falls f: Q — R J,,-messbar ist, dann ist f u-fast sicher konstant.

Q Fiir alle A € €, bzw. auch schon fiir alle A € .7, gilt:

Ai&‘d P (AN B) — u(A)u(B)| =0 (3)
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1. p ist extremal = 2. p ist trivial auf 7
Beweis.
Angenommen A € 7, mit a = pu(A) € (0,1).

QO Ac I, éILA und ﬁ]]_Ac Tso-messbar.

Q@ i =L1ape9(m)und po = L lacp € Y(n)

© Nungilt: p=ap + (1 — a)uz

© Da wir pug # up haben, ist dies ein Widerspruch zur Annahme.

Anne WeiR Extremale GibbsmaRe 01. Juli 2021 12 /51



2. p ist trivial auf 9, = 3. Falls Funktion f 7,.-messbar ist, ist f u-fast
sicher konstant.

Beweis.
f I, ,-messbar.

Q {f <c} € T und damit p(f < ¢) € {0,1} fiir alle c.
Q c.:=inf{c:u(f <c)=1}
o

An C Apr = u(LnJ An) = lim u(A,)

A1 C A, = N(ﬂAn) = nli)moo 1(An)
n

@ Seien ¢ > c. monoton fallend und ¢, < ¢, monoton steigend so gewahlt,
dass beide gegen c, konvergieren.

plf =) = (ﬂ{fs Ui < c;}> =1-0=1

]
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2. p ist trivial auf Z,, < 3. Falls Funktion f J.,-messbar ist, ist f u-fast
sicher konstant.
Beweis.
Ae T,
Q 1, J,.-messbar
@ 1, ist p-fast sicher konstant.

3]
1(A) = p(1a) € {0,1}

Anne WeiR Extremale GibbsmaRe 01. Juli 2021 14 /51



Als nachstes bendtigen wir eine Folgerung aus dem Konvergenzsatz fiir
Riickwartsmartingale:

Korollar

Sei X € L' und ¥, eine absteigende Folge von o-Algebren, d.h. 4,1 C ¥,.
Wir definieren 9., .= ﬂ %,. Dann gilt:
neN

Ii_)m E(X|9,) = E(X|9) fast sicher und in L*
n—o0
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3. Falls Funktion f J,-messbar ist, ist f p-fast sicher konstant = 4. Fiir
alle Ae .7 (bzw. A € ¥) gilt:

foush P (AN B) — u(A)u(B)| =0 (4)

Beweis. A € .# und ¢ > 0 beliebig. Dann folgt:

lim (A ] Fpg) = lim p(La | Fag) = p(La | Toc) = (A | To) in Lt

n—o0

O Esgibtein Ne N, sd. firallen> N

(A Fne) = (A | Too) 1< e ()
WA | Tso) Too-messbar = (A | Tx) fast sicher konstant =
(A | Tso) = p(A) fast sicher.
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@ Seinun n> N, dann gilt nun fiir alle B € Zp <:
(AN €) ~ u(Au(E)] = | [ 14 ulA) i

‘/ (Al Fns) — (A | Too) dp
<[ u(A | Fag) = (A ] T) 1< €
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Seien p,v € ex9(mw) mit u # v. Dann sind p und v singular. Insbesondere
gibt es ein Ereignis A € I, so dass u(A) =0 und v(A) = 1.

Beweis.
Sei p # v.
@ Mit Propsition: Es gibt A € J mit u(A) # v(A)
@ Mit p ist extremal < i ist trivial auf 7, folgt die Aussage.
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Extremale Gibbsmale als Limes von Spezifikationen
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Wiederholung

Sei (tn)nen C A#1(2) eine Folge. Diese konvergiert gegen € .#1(R) falls

lim pn(C) = u(C) fir alle C € 7.

n—o0

Wir schreiben dann auch p, = L.

Sei p € ex9(r). Dann gilt fiir u fast alle w, dass

TB(n)(+ | w) = p. (6)

Hierbei war B(n) := {—n,...,n}9.

A\
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Wiederholung

Fiir eine Spezifikation m und yu € 4 (r) gilt fiir alle A € Z9

(A | Zp)(:) =7ma(A|-) p-fast iberall . (7)
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Beweis.
Wir wollen nun zeigen, dass

nin;oﬂB(")(C | w) = w(C) fiir alle C € %.

@ C € % fest = es gibt ein Q, ¢ mit 1(Q,,c) =1 und
7TB(n)(C | w) = ,U,(C | ﬁB(n)c)(w) fir alle w € ch. (8)
@ Mit dem Riickwértsmartingalkonvergenzsatz finden wir ﬁc mit ,u(ﬁc) =1,
so dass
lim p(Lc | Fome)w) = u(C | T)(w) fir alle w Qc. (9)
Q 1(C | Ix) ist Too-messbar = fast iiberall konstant = es gibt Q¢ mit
1w(Qc) =1 so dass
w(C) = p(C | To)(w) fiir alle w € Qc. (10)

Q ,u(ﬂ chﬂgcﬁﬁc)zl

neN
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pg,p und g,
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ugh und 15 b sind extremal. \

Beweis. Wir zeigen das Lemma nur fiir u;h. Fiir alle v € (3, h) und fiir
jede monoton steigende, lokale Funktion gilt:

GETG) (11)

© Angenommen :“Eh sei nicht extremal, d.h. es gibt ein A € (0,1) und
v, € 9(B8, h) mit v # N?a_h so dass:

’U/—B’—;h = A1 + (1 — )\)VQ.

Q 1 # ,u;f’h = es gibt eine lokale Funktion f mit v1(f) # ,ug’h(f).
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© Mit Lemma 3.19 wissen wir:

f= Z fAHnj. (12)

ACsupp(f) JEA

Hierbei ist nj := 3(1 +0;) und 74 € R.
Q v1(na) < pif (na) und va(na) < s (na). Insgesamt also

1 p(na) = Avi(na) + (1 = Nva(na) < pg 4(na)-
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Wir erhalten, dass

<Ui;0j>21_,h = (010))5.0 = (15,405

fir ||j — i]lc — 00 gegen 0 konvergiert. Hiermit erhalten wir ein schwaches
Gesetz der grollen Zahlen:

Korollar

Sei

Dann konvergiert mg(,) — ,u;j?’h(ag) in Wahrscheinlichkeit (bzgl. '“E,h)’ d.h.

lim Mg_,h(’mB(n) - ME},(UO” >¢e)=0.

n—o0

Konvergiert die Magnetisierungsdichte auch fast sicher?
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Hierfiir bendtigen wir Ergodizitat von M?i_h:

Definition

M1p(Q) = {p € A#1(Q) : p ist translationsinvariant}
I ={Ac F:0;A=A, fiir alle j € 7°}
W € M g heibt ergodisch, falls fiir alle A € .7 gilt ;i(A) = 0 oder (A) = 1.
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Falls ugh nun ergodisch ist folgt die Konvergenz aus folgenden Satz:

Sei ju € M, g ergodisch, dann gilt fiir alle f € L1(p), dass

Z 0;f — wu(f) p-fast sicher und in Ll(,u). (13)
Jj€B(n)

1
1B(n)]

Nun folgt falls ,u;h ergodisch ist und dem Fakt, dass o; = 6;0¢, dass

ZUJ

J€B(n)

m:nll—>nclo|B

ugjh—fast sicher existiert und gegen uzh(oo) konvergiert.

Anne WeiR Extremale GibbsmaRe 01. Juli 2021 28 /51



Um die Ergodizitat von ,ugh zu zeigen bendtigen wir ein weiteres Lemma:

Sei p € M1 9(Q2,.F). Dann gilt fiir alle A € #, dass ein B € T, existiert
mit p(AAB) = 0, insbesondere p(A) = p(B).
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MEh und 5 p sind ergodisch.

Beweis.
Wir zeigen die Aussage nur fiir :“Eh-

(1] ugh ist translationsinvariant.
@ Sei A€ .7, dann gibt es ein B € 7, sodass ,ugh(A) = ,u;h(B)
© Da ugyh extremal ist, gilt ,u;?h(A) = ,u;’h(B) €{0,1}
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Extremale Zerlegung von Gibbsmalen
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Beispiel
Wir betrachten nun das zweidimensionale Ising-Modell mit h = 0 und
B> Bc(2):

ex¥(8,0) = {1g o, 150}
Nun gilt fiir alle u € 4(3,0), dass ein A € [0, 1] existiert, sodass fiir alle
Be ¥

#(B) = Mg o(B) + (1 = Mgz o(B).
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Was wollen wir zeigen?

Definition

eg(v) :==v(B)
e(#) =o(eg: Be.7)

Satz

Fiir alle 1 € 4 () folgt, dass ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmak X, auf
(A1 (), e(P)) existiert, so dass fiir alle B € .7 folgende Zerlegung gilt:

ue) - | B D)

| A

(14)

v
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Reguldre bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wissen bereits:
u(B) = [ (B | 7)) dulw)

Nun wollen wir zeigen, dass pu(- | ) reguldr ist:

Definition (Regulare bedingte Wahrscheinlichkeit)

((A | Tx))ace heilt regular, falls eine Funktion
Q :Q— ()
existiert, sodass

QY(A) = u(A | Ix%)(w), p-fast sicher.
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Konstruktion von Q

1. Konstruktion von Q%:
Sei m = (mA)peze- Dann definieren wir

Q7r — ﬂ(g{w cQ: nILrgo WB(n)(C ‘ w) existiert}
Ce

Falls w ¢ Q, dann definieren wir Q¥ := po mit po € #1(Q). Fir w € Q
definieren wir:

QY(C) = limps0omp(n)(C | W) firalle Ce ¥
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Eigenschaften von Q:
@ QY ist ein WahrscheinlichkeitsmaB auf .# fiir alle w
° w— QY(B) ist J-messbar fiir alle B € .7

e Q(f) = u(f | I) fast sicher fiir alle beschrankten, messbaren
Funktionen f.

o {Q €9(n)} € Too und p(Q € ex¥(m)) = 1.

Falls () # () dann gilt auch schon ex¥(m) # ().
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Pushforward von p

Q \,(M) :=pu(Q € M) fir M C #(Q) ist ein Mal}
Q Be %, e : %1(9) — [0,1] mit

M(B)—Aﬂsdu—/gzu(B!?m)du
Z/QQ'(B)duz/QeB(Q')du
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Fiir alle 1 € 9 () folgt, dass ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmal X, auf
(A (), e(P)) existiert, so dass fiir alle B € .7 folgende Zerlegung gilt:

WB) = [ u(B)) (16)

.
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Eindeutigkeit der Zerlegung.
© Angenommen es gabe ein weiteres solches MaR )\L.

Q Esgilt veex¥9(m) = v(Q =v)=1. Sei v € ex¥(r), dann ist v
trivial auf J. Nun folgt

/ v(B)dv(w) =v(B)v(A) =v(ANB) firalle Ac I,Be Z.
A

Also ist v(B) = v(B | Tx) = Q(B) fast sicher.
Q Sei M C #4(Q) = v(Q € M) =1un(v)

A;(M):/g( )HM(u)d)\L(y)

= / » )V(Q' € M)d,(v) = m(Q € M) = \u(M).

Hiermit folgt schon A\, = \),.
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Fragen?
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» Hans-Otto Georgii, Gibbs measures and phase transitions, zweite ed., De
Gruyter, 2011.

» Achim Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie, 4 ed., Springer Spektrum,
2020.

» Sacha Friedli und Yvan Velenik, Statistical mechanics of lattice
systems:a concrete mathematical introduction, Cambridge: Cambridge
University Press, 2017.
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Anhang
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Definition

v < p (v ist absolut stetig beziiglich 1) genau dann, wenn jede
u-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

Beweis.
2 = 1: Sei nun p trivial auf J4,. Angenommen es gibt 1, p2 € 4(7) und
a € (0,1) mit p=au + (1 — a)us.
QO <y, pp < p
Q Sei Ac T
e Falls u(A) =0= u1(A) =0, ux(A) =0
o Falls u(A)=1= 1 (A) =1, ua(A) =1
© Mit der Proposition folgt: p = p1 = uo.
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Beweis.
4 = 2: Wir nehmen bei 4, die schwéchere Annahme an: fiir alle A € € gilt:

lim sup |u(ANB) — u(A)u(B)| =0 (17)
Al BeZpc

QO (AN B) = pu(Au(B) fir alle B 7, und A€ € (B € F) fiir alle
A € 79)

Nun wollen wir zeigen:
w(AN B) = u(A)u(B) fir alle A€ .Z und B € T, (18)
Reicht aus, da wir fiir B € J,, A = B setzen:
#(B) = p(B N B) = u(B)*.

Also u(B) € {0,1}.
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Sei B € 9, fest
o
2 ={AeZ (AN B) = u(A)u(B)}.
ist ein Dynkin System.
Q@ ¢ C 2 ist eine Algebra und erzeugt ¥ = 9 = .
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Korollar
Sei

1
mB(n) = —\B(n)] Z O'J'.

JEB(n)

Dann konvergiert mp(,y — ,U,E’h(O'Q) in Wahrscheinlichkeit (bzgl. ugh), d.h.

lim g}, (Imp(ny — 114 4(00)| > €) = 0.

n—oo
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Beweis.
Wir erhalten, dass es ein r gibt, so dass 0 < (o}; aj>;§h < ¢ fiir alle
J ¢ i+ B(r). Hiermit erhalten wir:

Var(mB(n)) = ‘B(n)’_z Z <Uf;0j>g,h

ijeEB(n)
<BMI2 Y | Y (onopbat > (ononia
ieB(n) |jei+B(r) jeB(m\{i+B(r)}
|B(r)]
< +e
|B(n)|

Somit haben wir n||_>n(”|>o Var(mp(y)) = 0. Da E(mg(n)) = HE},(UO) ist

(Translationsinvarianz!), erhalten wir mit Chebyshevs Ungleichung:

Var(mB(n))

5 — 0.

1 p(Ima(ny = 15 p(00)] > €) < .

(]
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Physikalische Relevanz von nicht-extremalen Gibbsmalen
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Beispiel

Wir betrachten nun das zweidimensionale Ising-Modell mit h = 0 und
B> Bc(2):

exg(ﬁv 0) = {M;Bi_’m ,U,E,o}'
Nun gilt fiir alle u € 4(3,0), dass ein A € [0, 1] existiert, sodass fiir alle
Be%F

1(B) = Mg o(B) + (1 = Npg o(B).

Seinun A € (0,1) und p := )‘“E,h + (L= A)pg pe
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Da ug’h und p5 , extremal sind, wissen wir, dass es Ereignisse
T+, T~ € 9, gibt, so dass

ME,h(T+) = NE,h(T_) =1, Mz’i’_,h(T_) = M;,h(TJr) =0
Eine Konfiguration w €  ist typisch fiir u;;h, fallswe T+
(THUTT) 2 Mg f(TH)+ (1= Npg p(T7) =1

u(TH) = Maf (TH) = X
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Mit
p(BOTY) = Auh (BN TF) = A o(B) = (T (B).

erhalten wir
p(B | TF) = puj 4(B).

Die physikalisch relevanten GibbsmaRe sind also extremal.
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