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Zusammenfassung

Nachdem wir für quasilokale Spezifikationen die Existenz von Gibbs-
Maßen gezeigt haben, wollen wir uns der Frage widmen, wann auch Ein-
deutigkeit gilt. Wir werden in diesem Zuge Dobrushins Kriterium der
schwachen Abhängigkeit beweisen. Da die auftretenden Schranken in An-
wendungen nur meist schwer abschätzbar sind, stellen wir ein zentrales
Resultat bereit, welches die Verbindung zu Gibbs-Spezifikationen schafft.
Als konkrete Anwendung werden wir das Ising-Modell mit weiten Wech-
selwirkungen betrachten und zeigen, dass wir die Eindeutigkeit des Gibbs-
Maßes erhalten, wenn die gegenseitigen Wechselwirkungen schnell genug
abfallen.

Abschließend wollen wir uns der Frage widmen, wie sich Symmetrien
einer Spezifikation auf G (π) fortpflanzt.

Dobrushins Kriterium der schwachen Abhängigkeit

Definition. Definiere für f : Ω→ R die Oszillation in i ∈ Zd von f durch

δi(f) := sup
ω,η∈Ω

ωk=ηk∀k 6=i

|f(ω)− f(η)|

Lemma (Dusting-Lemma). Sei f : Ω → R und i, j ∈ Zd. Dann gilt mit
cji(π) := sup ω,ω′∈Ω

ωk=ηk∀k 6=i
‖πj(· | ω)− πj(· | ω′)‖TV , dass δi(πif) = 0 und

δi(πjf) ≤ δi(f) + cji(π)δj(f), für i 6= j.

Lemma. Sei f ∈ C(Ω). Dann gilt

max f −min f ≤ ∆(f)

mit ∆(f) :=
∑
i∈Zd δi(f). Insbesondere gilt für µ, ν ∈M1(Ω)

|µ(f)− ν(f)| ≤ ∆(f)

Lemma. Sei f ∈ CO(Ω), µ, ν ∈ G (π) und π eine quasilokale Spezifikation. Gibt
es ein α ≤ 1, sodass

|µ(f)− ν(f)| ≤ α∆(f),

und ist c(π) := supj∈Zd

∑
i∈Zd cji(π) < 1 dann gilt schon

|µ(f)− ν(f)| ≤ c(π)α∆(f).
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Theorem (Dobrushins Kriterium der schwachen Abhängigkeit). Sei π eine
quasilokale Spezifikation, die

c(π) < 1

erfüllt. Dann ist das durch π spezifizierte Wahrscheinlichkeitsmaß eindeutig,
also |G (π)| = 1.

Anwendungen

Theorem. Sei Φ = {ΦB}BbZd ein absolut summierbares Potenzial und gelte

sup
i∈Zd

∑
j 6=i

∑
B⊃{i,j}

δ(ΦB) < 1,

mit δ(ΦB) := supω,ω′ |ΦB(ω) − ΦB(ω′)|. Dann ist die Dobrushins Kriterium
der schwachen Abhängigkeit erfüllt, wonach es folglich nur ein Gibbs-Maß gibt,
welches durch πΦ spezifiziert wird.

Symmetrien

Definition. Eine Transformation ist eine Familie von Abbildungen (τg)g∈G für
eine Gruppe (G, ·), die die folgenden Bedingungen

• (τg1 ◦ τg2)(ω) = τg1·g2(ω) für alle g1, g2 ∈ G, ω ∈ Ω und

• τid(ω) = ω für alle ω ∈ Ω, wobei id ∈ G die Identität bezeichnet,

erfüllt. Außerdem definieren wir die Wirkung der Gruppe G auch auf Funktionen
und Maße

τgf(ω) := f(τ−1
g ω), τgµ(A) := µ(τ−1

g A)

Wir schreiben τgπ := {τgπΛ}ΛbZd .

Definition. Eine interne Transformation ist eine Transformation einer Gruppe
G, die auf Ω0 operiert. Wir erweitern die Aktion von G auf ganz Ω, indem wir

(τgω)i := τgωi

für alle i ∈ Zd schreiben. Weiterhin schreiben wir

(τgπ)Λ(A | ω) := πΛ(τ−1
g A | τ−1

g ω).

Eine räumliche Transformation ist gegeben durch eine Gruppe G, die auf Zd
operiert. Wir setzen die Operation ebenso auf Ω und πΛ aus:

(τgω)i := ωτ−1
g i, (τgπ)Λ(A | ω) := πτ−1

g Λ(τ−1
g A | τ−1

g ω)

Definition. Eine Spezifikation π heißt G-invariant, falls für alle Λ b Zd und
g ∈ G die Identität (τgπ)Λ = πΛ gilt.
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Theorem. Sei G eine interne Transformation und π eine G-invariante Spezi-
fikation. Dann ist G (π) abgeschlossen unter der Wirkung von G: Ist µ ∈ G (π),
so folgt τgµ ∈ G (π) für alle g ∈ G.

Korollar. Falls G (π) = {µ} und π eine G-invariante Spezifikation ist, so ist
auch µ G-invariant.

Definition. Sei π eine G-invariante Spezifikation. Falls es ein µ ∈ G (π) gibt,
sodass τgµ 6= µ, so sagen wir, dass die von G beschriebe Symmetrie spontan
gebrochen wird unter µ.
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