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Zusammenfassung

Nachdem wir fiir quasilokale Spezifikationen die Existenz von Gibbs-
Maflen gezeigt haben, wollen wir uns der Frage widmen, wann auch Ein-
deutigkeit gilt. Wir werden in diesem Zuge Dobrushins Kriterium der
schwachen Abhéngigkeit beweisen. Da die auftretenden Schranken in An-
wendungen nur meist schwer abschétzbar sind, stellen wir ein zentrales
Resultat bereit, welches die Verbindung zu Gibbs-Spezifikationen schafft.
Als konkrete Anwendung werden wir das Ising-Modell mit weiten Wech-
selwirkungen betrachten und zeigen, dass wir die Eindeutigkeit des Gibbs-
Mafes erhalten, wenn die gegenseitigen Wechselwirkungen schnell genug
abfallen.

Abschlieend wollen wir uns der Frage widmen, wie sich Symmetrien
einer Spezifikation auf ¢ () fortpflanzt.

Dobrushins Kriterium der schwachen Abhéingigkeit

Definition. Definiere fiir f : Q — R die Oszillation in i € Z% von f durch

6i(f) == sup |f(w)— f(n)
w,MESY
w =N Vk#i

Lemma (Dusting-Lemma). Sei f : Q@ — R und i,j € Z%. Dann gilt mit
¢ji(m) :==sup o [Im(|w) = m(- [ W)llrv, dass 6i(mif) =0 und
wi =" Vk#i
6i(m;f) < 6:i(f) + ¢ji(m)é;(f),  firi#j.
Lemma. Sei f € C(Q2). Dann gilt
max f — min f < A(f)
mit A(f) := D _,cz4 0i(f). Insbesondere gilt fiir p,v € #,(Q)

u(f) = v(H < AS)

Lemma. Sei f € Cp(), p,v € () und 7 eine quasilokale Spezifikation. Gibt
es ein a < 1, sodass

u(f) = v(HI < aA(F),

und ist ¢(m) 1= Sup;eza Y icza Cji(T) < 1 dann gilt schon

() = v(f)l < e(m)aA(f).
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Theorem (Dobrushins Kriterium der schwachen Abh#ngigkeit). Sei 7 eine
quasilokale Spezifikation, die

e(m) <1
erfillt. Dann ist das durch w spezifizierte Wahrscheinlichkeitsmafl eindeutig,

also |9 (m)| = 1.

Anwendungen

Theorem. Sei ® = {Pp}peya ein absolut summierbares Potenzial und gelte
sup Z Z 0(®p) <1,
1B j#i B0}

mit §(®p) := sup, ., [Pp(w) — ®p(w')|. Dann ist die Dobrushins Kriterium
der schwachen Abhdngigkeit erfillt, wonach es folglich nur ein Gibbs-Majf gibt,
welches durch ©® spezifiziert wird.

Symmetrien

Definition. Eine Transformation ist eine Familie von Abbildungen (74)4ec fiir
eine Gruppe (G, -), die die folgenden Bedingungen

o (Tg, 0Tg,) (W) = Tgy.g,(w) flir alle g1,92 € G, w € Q und
e 7iq(w) = w fiir alle w € Q, wobei id € G die Identitit bezeichnet,

erfiillt. Aulerdem definieren wir die Wirkung der Gruppe G auch auf Funktionen
und Mafe

Tof (W) = frg'w),  Teu(A) = p(rytA)
Wir schreiben 7,7 := {T4mA }pezd-

Definition. Eine interne Transformation ist eine Transformation einer Gruppe
G, die auf Q° operiert. Wir erweitern die Aktion von G auf ganz €, indem wir

(Tqw)i = Tgw;
fiir alle i € Z¢ schreiben. Weiterhin schreiben wir
(Tgm)a(A | w) = 77/\(7'9_114 | Tg_lw).

Eine rdumliche Transformation ist gegeben durch eine Gruppe G, die auf Z<¢
operiert. Wir setzen die Operation ebenso auf 2 und 7w, aus:
-1 -1
(Tgw)i = Wrrts (Tgm)a(A | w) := 7TT;1A(Tg Al1y w)

Definition. Eine Spezifikation 7 heifit G-invariant, falls fiir alle A € Z¢ und
g € G die Identitét (1,m)a = ma gilt.



Theorem. Sei G eine interne Transformation und w eine G-invariante Spezi-
fikation. Dann ist 4(m) abgeschlossen unter der Wirkung von G: Ist u € 4 (),
so folgt Top € () fiir alle g € G.

Korollar. Fulls 9(n) = {u} und 7 eine G-invariante Spezifikation ist, so ist
auch p G-invariant.

Definition. Sei 7 eine G-invariante Spezifikation. Falls es ein pu € ¢(m) gibt,
sodass Ty4u # p, so sagen wir, dass die von G beschriebe Symmetrie spontan
gebrochen wird unter pu.
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